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ΕΙΣΑΓΩΓΗ	
	

Η	 έννοια	 του	αριθμού	μπορεί	με	μια	πρώτη	ματιά	να	φαίνεται	προσιτή,	όμως	η	
προσέγγιση	αυτή	 	συχνά	είναι	επιφανειακή	και	κρύβει	 το	βάθος,	 την	έκταση	και	
την	ποικιλία	των	εννοιολογικών	αποχρώσεων.	Ο	αριθμός	μπορεί	να	μελετηθεί	από	
πολλές	οπτικές	γωνίες,	όπως	είναι	η	ιστορική,	η	μαθηματική,	η	φιλοσοφική	και	η	
προσέγγιση1.	Όμως	 οι	 εν	 λόγω	θεωρήσεις	 ξεφεύγουν	από	μια	 εργασία	που	 έχει	
στραμμένη	την	προσοχή	της	στη	διδασκαλία	των	Μαθηματικών.		

Στην	εργασία	αυτή	εξετάζεται	η	πρόσκτηση	ή	η	οικειοποίηση	της	έννοιας	του	
αριθμού	 από	 ψυχολογική	 άποψη.	 Πολλές	 μελέτες	 και	 έρευνες	 συγκλίνουν	 στη	
διαπίστωση	ότι	η	απόκτηση	της	εν	λόγω	έννοιας	είναι	καρπός	μιας	μακροχρόνιας	
προοδευτικής	 οικοδόμησης.	 Ο	 σχηματισμός	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 είναι	 μια	
συνισταμένη	πολλών	υποεννοιών,	όπως	είναι	η	άμεση	εκτίμηση,	η	απαρίθμηση,	η	
πληθικότητα,	 η	 ισοπληθικότητα,	 η	 διαδοχή,	 η	 αναδρομικότητα,	 η	 ανάλυση,	 οι	
αριθμητικές	πράξεις,	οι	υπολογιστικές	στρατηγικές,	η	επίλυση	προβλημάτων	κ.λπ.,	
οι	οποίες	έχουν	αποτελέσει	αντικείμενο	μεγάλου	πλήθους	ερευνών.		

Δύο	 κύριες	 ανταγωνιστικές	 θεωρήσεις	 εμφανίστηκαν	 στην	 έρευνα	 του	
αριθμού.	 Από	 τη	 μια	 μεριά	 η	 θεωρία	 του	 Piaget	 δίνει	 έμφαση	 στην	
πρωτοκαθεδρία	 των	 λογικών	 ικανοτήτων	 στην	 ανάπτυξη	 των	 εννοιών	 του	
αριθμού.	Από	την	άλλη	μεριά	μια	διαφορετική	άποψη	προτάθηκε	από	αρκετούς	
άλλους	 ερευνητές.	 Σύμφωνα	 με	 αυτή	 την	 άποψη,	 η	 οποία	 παρουσιάστηκε	
                                                             
1	 Μαθηματικές	 θεμελιώσεις	 των	 φυσικών	 αριθμών	 έχουν	 γίνει	 από	 τους	 ακόλουθους	 μαθηματικούς:	
Dedekind,	Cantor,	Peano	και	von	Neumann.	Ο	λογικισμός,	ο	ενορατισμός	και	ο	φορμαλισμός	κατά	τις	αρχές	
τους	αιώνα	αναπτύχθηκαν	με	αφορμή	το	πρόβλημα	της	μαθηματικής	θεμελίωσης	των	φυσικών	αριθμών.	
Με	 αυτές	 τις	 κινήσεις	 συνδέονται	 τα	 ονόματα	 των	 Frege,	 Russel,	 Brouwer,	 Hilbert	 κ.	 ά.	 Επίσης	 πολλοί	
φιλόσοφοι	 και	 επιστημολόγοι	 όπως	 είναι	 οι	 Kant,	 Husserl,	 Dewey,	 von	 Glasersfeld,	 Piaget	 κ.ά.	 έχουν	
αναπτύξει	 αξιόλογους	 στοχασμούς	 στην	 προσπάθεια	 να	 ορίσουν	 τον	 αριθμό	 (βλ.	 Brainerd,	 1982	 -	
Freudenthal,	1983	-	Steffe	et	al.,	1983	-	Husserl,	1891/2003	-	McLellan	&	Dewey,	1908/1895	-	Thordike,	
1922	-	Αναπολιτάνος,	1985).	Στο	πλαίσιο	αυτής	της	εργασίας	δεν	θεωρούμε	απαραίτητη	την	ενασχόληση	
με	 θέματα	 μαθηματικής	 θεμελίωσης	 και	 φιλοσοφικής	 συζήτησης	 για	 την	 έννοια	 του	 φυσικού	 αριθμού.	
Χρησιμοποιούμε	 όμως	 εκείνες	 τις	 θεωρήσεις	 που	 έχουν	 σχέση	 με	 τη	 μάθηση	 και	 τη	 διδασκαλία	 των	
αριθμητικών	εννοιών.	
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περιεκτικά	από	τους	Klahr	και	Wallace	(1976),	ο	αριθμός	αναπτύσσεται	μέσω	της	
απόκτησης	πολλών	ξεχωριστών	ποσοτικών	ικανοτήτων.		

Σύμφωνα	με	τον	Piaget,	η	κατανόηση	του	αριθμού	ως	απόλυτου	και	τακτικού,	
απαιτεί	 την	 κατανόηση	 των	 βασικών	 θεμελιωδών	 εννοιών	 όπως	 η	 διατήρηση,	 ο	
εγκλεισμός	τάξεων	και	η	σειροθέτηση.	Παρότι	ο	Piaget	αναγνώρισε	ότι	ορισμένες	
ποσοτικές	ικανότητες	όπως	η	απαρίθμηση	και	η	άμεση	εκτίμηση	αποκτώνται	πριν	
από	 την	 πλήρη	ανάπτυξη	αυτών	 των	 λογικών	 εννοιών,	 υποστήριξε	 ότι	 παίρνουν	
νόημα	μόνο	μέσω	της	εφαρμογής	αυτών	των	εννοιών.	

Οι	θεωρίες	που	υποστηρίζουν	ότι	 τα	παιδιά	αποκτούν	 τον	αριθμό	μέσω	 του	
ξεδιπλώματος	ποσοτικών	ικανοτήτων	βρίσκονται	σε	αντίθεση	προς	τις	θεωρητικές	
θέσεις	 του	 Piaget	 (Klahr	 &	 Wallace,	 1976	 -	 Schaeffer	 et	 al.,	 1974	 -	 Gelman	 &	
Gallistel,	1978	-	Fuson,	1988	- Steffe	&	Cobb,	1988	- Sarnecka	&	Wright,	2013).	Οι	
Klahr	 και	 Wallace	 πρότειναν	 τρεις	 ξεχωριστές	 ποσοτικές	 ικανότητες:	 την	 άμεση	
εκτίμηση,	 την	 απαρίθμηση	 και	 την	 (ασαφή	 ή	 προσεγγιστική)	 αποτίμηση.	 Η	
λειτουργία	 αυτών	 των	 διαδικασιών	 είναι	 να	 δημιουργήσουν	 αριθμητικές	
ποσότητες	για	νοητικό	χειρισμό.	Αυτές	οι	διαδικασίες	ή	ικανότητες	υποτίθεται	ότι	
αναπτύσσονται	με	μια	αμετάβλητη	σειρά.	Η	άμεση	εκτίμηση,	δηλαδή	η	στιγμιαία	
αναγνώριση	 ενός	 αριθμού	 που	 συνδέεται	 με	 έναν	 σχηματισμό,	 είναι	 η	 πρώτη	
ικανότητα	που	αποκτάται	και	αποτελεί	ένα	μέρος	της	βάσης	στην	οποία	στηρίζεται	
η	κατανόηση	της	ανάπτυξης	του	αριθμού	στα	παιδιά.		

Οι	 υποθέσεις,	 τα	 ευρήματα	 και	 τα	 συμπεράσματα	 και	 διαφόρων	 μελετών	
επηρέασαν	 τη	 διαμόρφωση	 προσεγγίσεων	 για	 την	 πρώτη	 αρίθμηση,	 γι’	 αυτό	
έχουν	βαρύνουσα	διδακτική	σημασία.	Θα	ανασκοπήσουμε	εδώ	μόνο	μερικές	από	
τις	 υπάρχουσες	 έρευνες,	 αφού	 υπάρχουν	 υπερβολικά	 πολλές	 για	 να	 τις	
καλύψουμε	όλες.	Θα	επιχειρήσουμε	να	εξετάσουμε	τις	πιο	σημαντικές	από	αυτές.	
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1.1. Αριθμητική	αίσθηση		των	βρεφών	

Η	οικειοποίηση	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 είναι	 προνόμιο	 του	ανθρώπου,	 παρότι	
έχουν	 παρατηρηθεί	 ορισμένα	 ζώα	 που	 επιδεικνύουν	 ικανότητες	 αριθμητικής	
αίσθησης2.	 Είναι	 δύσκολο	 να	 ισχυριστούμε	 με	 βεβαιότητα	 πότε	 τα	 παιδιά	
αρχίζουν	 να	 οικειοποιούνται	 τις	 πρώτες	 αριθμητικές	 γνώσεις.	 Με	 την	 ακριβή	
έννοια,	 βέβαια,	 η	 τυπική	μάθηση	συνήθως	αρχίζει	 με	 το	 σχολείο,	 αλλά	θα	ήταν	
παράλογο	να	θεωρούμε	ότι	αυτές	είναι	οι	πρώτες	εμπειρίες	τους	από	τον	κόσμο	
των	αριθμών	και	των	ποσοτήτων	και	ότι	προτού	διδαχθούν	στο	σχολείο	από	τους	
δασκάλους	δεν	καταλαβαίνουν	τίποτα	από	Μαθηματικά.	Είναι	ολοφάνερο	ότι	οι	

                                                             
2	Κατώτερα	ζωικά	είδη	φαίνεται	να	έχουν	μερικές	αντιληπτικές	αριθμητικές	ικανότητες,	αλλά	μόνο	πουλιά	
και	 πρωτεύοντα	 θηλαστικά	 είναι	 ικανά	 να	 συνδέουν	 έναν	 αριθμό	 που	 εκτιμούν	 άμεσα	 με	 ένα	 γραπτό	
σημείο	ή	μια	ακουστική	ονομασία	(βλ.	Davis	&	Perusse,	1988	-	Gallistel,	1989).		

Αριθμητική	αίσθηση	και	
άμεση	εκτίμηση	

ΚΕΦΑΛΑΙΟ	

1 

Είναι	αρκετά	δύσκολο	να	πούμε	πότε	ακριβώς	 τα	παιδιά	μαθαίνουν	 τις	
πρώτες	αριθμητικές	έννοιες.	Όταν	προσέρχονται	στο	σχολείο	ήδη	έχουν	
πλούσιες	 αριθμητικές	 εμπειρίες.	 Μερικοί	 πειραματικοί	 ψυχολόγοι	
υποστηρίζουν	 ότι	 τα	 μωρά	 είναι	 σε	 θέση	 να	 διακρίνουν	 συλλογές	 δύο	
αντικειμένων	από	συλλογές	τριών	αντικειμένων.	Επίσης	αντιλαμβάνονται	
ότι	ο	αριθμός	των	αντικειμένων	μιας	συλλογής	παραμένει	αμετάβλητος	
όταν	ένα	αντικείμενο	προστίθεται	ή	αφαιρείται	στη	συλλογή.	Παρότι	οι	
αντιληπτικές	 ενδείξεις	 των	 μωρών	 δύσκολα	 συνδέονται	 με	 την	
μεταγενέστερη	 κατανόηση	 του	 αριθμού,	 δεν	 συμβαίνει	 το	 ίδιο	 με	 την	
άμεση	 αναγνώριση	 της	 δυάδας	 και	 της	 τριάδας.	 Στο	 κεφάλαιο	 αυτό,	
εκτός	από	 την	αριθμητική	αίσθηση	 των	μωρών,	αναπτύσσεται	η	άμεση	
εκτίμηση	μικρών	ποσοτήτων,	πριν	ακόμα	τα	νήπια	μάθουν	να	αριθμούν.	
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περισσότεροι	γονείς	φέρνουν	σε	επαφή	τα	παιδιά	τους	με	άτυπες	(ή	και	τυπικές)	
αριθμητικές	 γνώσεις	 και	 καλλιεργούν	 την	 αριθμητική	 τους	 σκέψη	 προτού	 αυτά	
πάνε	στο	σχολείο.	

Για	 να	 ερευνήσουμε	 τις	 πρώτες	 γνήσιες	μαθηματικές	 εμπειρίες	 της	παιδικής	
ζωής	 πρέπει	 να	 διανύσουμε	 πολύ	 δρόμο	 προς	 τα	 πίσω.	 Ορισμένοι	 ψυχολόγοι	
μίλησαν	 για	 μερικές	 μορφές	 προαριθμητικής	 ή	 προλεκτικής	 αντίληψης.	
Ισχυρίστηκαν	ότι	τα	μωρά	10	μηνών	μπορούν	να	διακρίνουν	ανάμεσα	σε	σύνολα	
με	δύο	και	τρία	αντικείμενα	(Starkey	&	Cooper,	1980,	Cooper,	1984),	μπορούν	να	
διακρίνουν	 ανάμεσα	 σε	 τρία	 και	 τέσσερα	 αντικείμενα	 (Strauss	 &	 Curtis,	 1981),	
ορισμένες	 φορές	 είναι	 ικανά	 να	 διακρίνουν	 ανάμεσα	 σε	 τέσσερα	 και	 πέντε	
στοιχεία	(Strauss	και	Curtis,	1981,)	ή	ανάμεσα	σε	τέσσερα	και	έξι	στοιχεία	(Starkey	
&	Cooper,	 1980,	 Strauss	&	Curtis,	 1984)	 και	 ότι	αντιλαμβάνονται	πως	ο	αριθμός	
των	 αντικειμένων	 ενός	 συνόλου	 αλλάζει	 όταν	 προστεθούν	 ή	 αφαιρεθούν	 άλλα	
αντικείμενα	(Wynn,	1992	-	Wynn,	1998).	Όλα	αυτά	τα	επιτεύγματα,	ισχυρίζονται,	
μπορούν	 να	 γίνουν	 αντιληπτά	 στα	 βρέφη	 πολύ	 νωρίς,	 ακόμα	 και	 πριν	 από	 το	
πρώτο	έτος.	Όμως	η	σημασία	αυτών	 των	 ευρημάτων	παραμένει	ακόμη	ασαφής,	
γιατί	 δεν	 υπάρχει	 μια	 εμφανής	 σύνδεση	 ανάμεσα	 σε	 αυτές	 τις	 πολύ	 πρώιμες	
αντιδράσεις	 των	 παιδιών	 στα	 αντιληπτικά	 ερεθίσματα	 και	 στη	 μεταγενέστερη	
κατανόηση	του	αριθμού	(Nunes	&	Bryant,	1996).	 Από	τις	αρχές	της	δεκαετίας	του	
80	οι	αρχικές	αριθμητικές	ικανότητες	των	μωρών	προσέλκυσαν	το	ενδιαφέρον	των	
ερευνητών.	 Οι	 έρευνες	 αυτές	 προσεγγίζουν	 το	 θέμα	 προτού	 τα	 μικρά	 παιδιά	
οικειοποιηθούν	 τη	 γλώσσα	 και	 την	 προφορική	 αρίθμηση.	 Θα	 σκιαγραφήσουμε	
ορισμένα	από	αυτά	τα	ευρήματα.		

Ο	 Wynn	 διενήργησε	 το	 παρακάτω	 πείραμα	 με	 μωρά	 ηλικίας	 τεσσερισήμισι	
μηνών	και	πάνω:	σε	ένα	μωρό	παρουσιάστηκε	μια	κούκλα	που	την	σκεπάζει	μια	
οθόνη	 και	 ένα	 χέρι	 τοποθετεί	 επιδεικτικά	 μια	 ακόμα	 μαριονέτα	 πίσω	 από	 την	
οθόνη.	 Εάν	 με	 την	 αφαίρεση	 της	 οθόνης	 δεν	 εμφανίζονται	 δύο	 κούκλες,	 αλλά	
μόνο	 μία,	 τα	 μωρά	 εκπλήσσονται.	 Κοιτάζουν	 για	 μεγάλο	 χρονικό	 διάστημα	 την	
εξέλιξη	 αυτού	 του	 αδύνατου	 συμβάντος	 (1+1=1).	 Το	 ακόλουθο	 πείραμα	
διενεργήθηκε	από	τους	Xu	και	Carey	(1996).	Αρχικά	παρουσιάζεται	μια	σηκωμένη	
οθόνη	 σε	 ένα	 μωρό	 10	 μηνών.	 Μια	 κούκλα	 βγαίνει	 επιδεικτικά	 από	 τη	 δεξιά	
πλευρά	 της	 οθόνης	 και	 πριν	 επιστρέψει	 σκεπάζεται	 εκεί,	 έπειτα	 ένα	 φορτηγάκι	
κάνει	 το	 ίδιο	 από	 τη	 δεξιά	 πλευρά	 της	 οθόνης,	 βγαίνει	 επιδεικτικά	 και	 πριν	
επιστρέψει	κρύβεται	εκεί.	Εάν,	όταν	σηκώνουμε	την	οθόνη,	δεν	εμφανίζεται	ένα	
καμιόνι	 και	 μια	 κούκλα,	 αλλά	 μόνο	 ένα	 από	 τα	 δύο	 αντικείμενα,	 τα	 μωρά	 δεν	
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εκπλήσσονται	 καθόλου.	 Δεν	 κοιτάζουν	 πλέον	 για	 μεγάλο	 χρονικό	 διάστημα	 την	
εξέλιξη	αυτού	του	αδύνατου	συμβάντος	(1+1=1)	όπως	όταν	εμφανίζονται	τα	δύο	
αντικείμενα.	

Αυτά	 τα	 αντιφατικά	αποτελέσματα,	 εξηγούνται	 από	 το	 γεγονός	 ότι	 τα	 μωρά	
δεν	ταξινομούν	τα	αντικείμενα	όπως	το	κάνουν	τα	παιδιά	τα	οποία	έχουν	εισαχθεί	
στη	γλώσσα:	συγκρατούν	μόνο	χωροχρονικά	χαρακτηριστικά.	Στην	περίπτωση	του	
πειράματος	του	Wynn,	όταν	εμφανίζεται	η	δεύτερη	κούκλα	μέσα	σε	ένα	χέρι,	το	
μωρό	ξέρει	ότι	δεν	μπορεί	να	είναι	η	πρώτη,	η	οποία	ξέρει	ότι	βρίσκεται	πίσω	από	
την	 οθόνη:	 ένα	αντικείμενο	δεν	μπορεί	 την	 ίδια	 χρονική	στιγμή	 να	βρίσκεται	 σε	
δύο	 διαφορετικές	 θέσεις.	 Αντίθετα,	 στις	 συνθήκες	 του	 πειράματος	 των	 Xu	 και	
Carey,	 το	 φορτηγάκι	 και	 η	 κούκλα	 είναι	 δυσδιάκριτα	 στα	 μωρά	 ως	 προς	 τις	
χωροχρονικές	τους	ιδιότητες	(είναι	και	τα	δύο	ταυτόχρονα	πίσω	από	την	οθόνη).	
Άρα	 τα	 μωρά	 δεν	 τα	 διακρίνουν	 καθόλου	 ξεκινώντας	 από	 άλλα	 χαρακτηριστικά	
τους	 (μέγεθος,	σχήμα,	χρώμα,	φύση	κ.λπ.).	Επίσης,	είτε	είναι	το	 ίδιο	αντικείμενο	
που	 εμφανίζεται	 διαδοχικά	 στην	 δεξιά	 και	 αριστερή	 πλευρά	 της	 οθόνης,	 είτε	
πρόκειται	 για	 δύο	 διαφορετικά	 αντικείμενα,	 οι	 αντίστοιχες	 καταστάσεις	 είναι	
δυσδιάκριτες	για	τα	μωρά.	

Ένα	 άλλο	 πείραμα	 βασίζεται	 στην	 εξοικείωση	 με	 την	 οπτική	 μέθοδο.	 Οι	
ερευνητές,	υποβάλλοντας	μωρά	σε	κατάλληλα	πειράματα,	βρήκαν	ότι	αυτά	είναι	
ικανά	να	σχηματίζουν	κατηγορίες	με	οπτικό	τρόπο.	Αρχικά,	μωρά	μερικών	μηνών	
συνηθίζουν	 να	 κοιτάζουν	 συλλογές	 δύο	 αντικειμένων.	 Έπειτα,	 αφού	 έχει	
ικανοποιηθεί	 ένα	 κριτήριο	 εξοικείωσης,	 οι	 ερευνητές	 προβάλλουν	 μια	 συλλογή	
τριών	 αντικειμένων.	 Οι	 παρατηρήσεις	 δείχνουν	 ότι	 τα	 παιδιά	 προσηλώνουν	 το	
βλέμμα	τους	για	μεγαλύτερο	χρονικό	διάστημα	στη	συλλογή	των	«τριών».	Αυτό	το	
σημείο	αποτέλεσε	θέμα	αντικειμενικού	ελέγχου	(μέτρηση	της	χρονικής	διάρκειας	
προσήλωσης,	 χρήση	 απλοϊκών	 παρατηρητών	 κ.λπ.)	 και	 δεν	 δείχνει	 πλέον	 να	
επιδέχεται	αμφισβήτηση.	Αντίθετα,	μια	άλλη	άποψη	χρειάζεται	ακόμα	προσοχή.	
Πράγματι	 πρέπει	 να	 αναρωτηθούμε	 αν	 τα	 εν	 λόγω	 παιδιά	 παρατήρησαν	 την	
αλλαγή	του	αριθμού	ή	κάτι	άλλο,	για	παράδειγμα	μια	αλλαγή	της	φωτεινότητας	ή	
του	εμβαδού	που	καταλαμβάνει	η	συλλογή.	Εξάλλου	το	γεγονός	ότι	οι	ερευνητές	
οι	 οποίοι	 διεξήγαγαν	 αυτά	 τα	 πειράματα	 διάλεξαν	 τις	 συλλογές	 έτσι	 ώστε	 να	
αποφεύγουν	 μια	 τέτοια	 σύγχυση	 μας	 επιτρέπει	 να	 υπογραμμίσουμε	 μετά	 την	
ανακάλυψη	 των	 Starkey	 και	 Cooper	 (1980)	 πολλές	 άλλες	 παρατηρήσεις	 που	
περιλαμβάνουν	 συλλογές	 αντικειμένων	 εν	 κινήσει	 (van	 Loosbroek	 &	 Smitsman,	



 10	

1990)	 οι	 οποίες	 οδήγησαν	 σε	 ανάλογα	 αποτελέσματα.	 Η	 αριθμητική	 οπτική	
αντίληψη	των	μωρών	είναι	πλέον	καλά	επιβεβαιωμένη.	

Οι	 Strauss	 και	 Curtis	 (1981)	 έδειξαν	 ότι	 μωρά	 10-12	 μηνών	 διακρίνουν	
συλλογές	 δύο	 στοιχείων	 από	 αντίστοιχες	 συλλογές	 τριών	 στοιχείων	 καθώς	 και	
συλλογές	τριών	στοιχείων	από	συλλογές	τεσσάρων	στοιχείων,	οποιεσδήποτε	κι	αν	
είναι	οι	ποικιλίες	μορφής,	χρώματος	και	πυκνότητας	των	στοιχείων.	Τα	ίδια	μωρά	
αδυνατούν	 να	 διακρίνουν	 συλλογές	 τεσσάρων	 στοιχείων	 από	 συλλογές	 πέντε	
στοιχείων.	 Ωστόσο	 δεν	 ξέρουν	 ούτε	 να	 απαριθμούν	 ούτε	 να	 χρησιμοποιούν	
στρατηγικές	αρίθμησης.	

Ο	 Starkey	 συγκέντρωσε	 παρατηρήσεις	 με	 τη	 μέθοδο	 της	 πολυαισθητήριας	
αντίληψης	 του	 αριθμού	 (perception	 inter-modalities).	 Τα	 αποτελέσματα	 που	
αποκόμισε	 είναι	 όχι	 απλώς	 αντιφατικά,	 αλλά	 και	 ανησυχητικά.	 Η	 αρχική	
παρατήρηση	έγινε	από	τον	Starkey	(Starkey,	Spelke	and	Gelman,	1983).	Σύμφωνα	
με	το	πείραμα	προβλήθηκε	μια	σειρά	διαφανειών	σε	μωρά	6-8	μηνών,	οι	οποίες	
παρίσταναν	 μικρά	 χρήσιμα	 αντικείμενα.	 Κάθε	 διαφάνεια	 έδειχνε	 δύο	 ή	 τρία	
αντικείμενα	 κατανεμημένα	 κατά	 διαφορετικό	 τρόπο.	 Σε	 κάθε	 δοκιμή	 τα	 παιδιά	
έβλεπαν,	πλάι-πλάι	μια	διαφάνεια	που		έδειχνε	2	αντικείμενα,	και	μια	διαφάνεια	
που	 έδειχνε	 3	 αντικείμενα.	 Ταυτόχρονα	 με	 την	 επίδειξη	 άκουγαν	 δύο	 ή	 τρία	
κτυπήματα	στο	ταμπούρλο.	Το	αποτέλεσμα	ήταν	ότι	τα	παιδιά	προτιμούσαν	κάθε	
φορά	να	κοιτάζουν	τη	συλλογή	των	αντικειμένων	που	αντιστοιχούσε	στο	πλήθος	
των	κτυπημάτων	του	ταμπούρλου.		

Αυτή	 η	 εντυπωσιακή	 παρατήρηση	 δεν	 επιβεβαιώθηκε	 σε	 μια	 έρευνα	 των	
Moore,	 Benenson,	 Reznick,	 Peterson	 και	 Kagan	 (1987).	 Με	 ακριβέστερο	 τρόπο	
αυτοί	οι	ερευνητές	παρατήρησαν	μια	συμπεριφορά	των	μωρών	ακριβώς	αντίθετη:	
αντί	 να	 κοιτάζουν	 την	 αριθμητικά	 ισοδύναμη	 συλλογή,	 προτιμούσαν	 να	
προσηλώνουν	 το	 βλέμμα	 τους	 στη	 συλλογή	 που	 ήταν	 αριθμητικά	 διαφορετική!	
Εννοείται	ότι	ο	Starkey	και	οι	συνεργάτες	του	εξέτασαν	λεπτομερειακά	αυτή	την	
αντιφατική	 έρευνα	 (Starkey,	 Spelke	 and	 Gelman,	 1990).	 Κατάφεραν	 έτσι	 να	
συναντήσουν	το	αποτέλεσμά	τους	σε	ένα	μέρος	των	δεδομένων	των	Moore,	κ.	ά.	
(1987).	 Αλλά	 στο	άρθρο	 τους	ανέφεραν	 και	 ένα	άλλο	παράξενο	αποτέλεσμα.	 Σε	
ένα	παράδειγμα	εξοικείωσης	με	 τη	μέθοδο	 της	πολυαισθητήριας	αντίληψης	 του	
αριθμού	παρατήρησαν	-σε	αντίθεση	προς	ό,τι	συμβαίνει	κατά	την	εξοικείωση	με	
την	οπτική	μέθοδο	(intra-modality)-	ότι	τα	παιδιά	εστιάζουν	την	προσοχή	τους	για	
περισσότερο	χρόνο	στη	συλλογή	που	συνήθισαν!	
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Ορισμένοι	συγγραφείς	χρησιμοποιούν	την	απαρίθμηση	όταν	αναφέρονται	σε	
μωρά	(Dehaene,	1997).	Όμως	οι	«μονάδες»	που	μπορούν	να	απαριθμούν	τα	μωρά	
είναι	 πολύ	 διαφορετικές	 από	 αυτές	 των	 παιδιών,	 γιατί	 δεν	 ταξινομούν	 τα	
αντικείμενα	 με	 τον	 ίδιο	 τρόπο.	 Για	 να	 αντιληφθούμε	 τη	 διαδρομή	 των	 παιδιών	
προς	 τον	 αριθμό	 δεν	 αρκεί	 να	 αντιληφθούμε	 τις	 ικανότητες	 «ολοποίησης»	 των	
μονάδων		͘πρέπει	 ταυτόχρονα	να	διακρίνουν	τη	φύση	των	μονάδων	που	είναι	σε	
θέση	 να	 «ολοποιούν».	 Τα	 αποτελέσματα	 του	 πειράματος	 των	 Xu	 και	 Carey	
δείχνουν	 ότι	 η	 προσέγγιση	 της	 προφορικής	 αρίθμησης,	 με	 αφετηρία	 αυτό	 που	
ονομάζουν	μη	λεκτική	αρίθμηση,	δεν	μπορούν	να	περιγράφονται	μόνο	με	όρους	
διατήρησης.	 Εξάλλου,	 όσον	 αφορά	 τα	 πειράματα	 με	 τα	 βρέφη,	 το	 γενικότερο	
ζήτημα	 παραμένει:	 οι	 αριθμητικές	 κατηγορίες	 τις	 οποίες	 τα	 πολύ	 μικρά	 παιδιά	
δείχνουν	 να	 δημιουργούν	 είναι	 απόλυτες	 (με	 την	 έννοια	 «δύο»	 ή	 «τρία»)	 ή	
σχετικές	(με	την	έννοια	«περισσότερο	πολυπληθείς»	και	«λιγότερο	πολυπληθείς»)	

1.2. Η	άμεση	εκτίμηση	της	δυάδας	και	της	τριάδας	(subitizing)	

Οι	 πρώτες	 έννοιες	 απόλυτων	 αριθμών	 είναι	 για	 τα	 παιδιά	 οι	 ονομασίες	 μικρών	
συλλογών	 αντικειμένων.	 Αυτή	 η	 άμεση	 σύλληψη	 και	 ετικετοποίηση	 μικρών	
αριθμητικών	ποσοτήτων	αποδόθηκε	με	τον	όρο	άμεση	εκτίμηση	(subitizing).		

	

	

	

	

Στην	άμεση	εκτίμηση,	σε	αντίθεση	με	την	απαρίθμηση,	προεξάρχει	η	αντίληψη	της	
ολότητας	ενώ	οι	ξεχωριστές	μονάδες	απλώς	διακρίνονται	χωρίς	να	λογίζονται	ως	
αριθμήσιμες.	Άμεση	εκτίμηση	έχουμε	όταν	το	πλήθος	των	στοιχείων	της	συλλογής	
είναι	 μικρό	 ή	 όταν	 οι	 συλλογές	 είναι	 οργανωμένες	 στον	 χώρο	 σε	 «κανονικούς»	
σχηματισμούς	 (Fayol,	 1990).	 Ως	 «σχηματισμούς	 άμεσης	 εκτίμησης»	 (subitizing	
patterns)	 εννοούμε	 σταθερούς	 γεωμετρικούς	 ή	 χρονικούς	 σχηματισμούς	 με	
μοναδιαία	στοιχεία,	τους	οποίους	το	παιδί	μπορεί	να	αναπαριστά	στη	μνήμη	του	
και	να	τους	γνωρίζει	χωρίς	να	τους	απαριθμεί	τόσο	ως	ονόματα	όσο	ως	ενδείξεις	
αριθμήσιμων	στοιχείων	(Steffe	et	al.,	1983).	Στην	άμεση	εκτίμηση	ενδιαφερόμαστε	
για	 τη	 στιγμιαία	 σύλληψη	 του	 αριθμητικού	 πλήθους	 μιας	 συλλογής,	 η	 οποία	
παρουσιάζεται	για	σύντομο	χρονικό	διάστημα.	Εκείνοι	που	πρώτοι	εισήγαγαν	τον	

Άμεση	 εκτίμηση	 είναι	 η	 ικανότητα	 του	 παιδιού	 ή	 του	 ενηλίκου	 να	
εκτιμά	 άμεσα	 και	 με	 ακρίβεια,	 «με	 μια	 ματιά»,	 το	 πλήθος	 των	
στοιχείων	μιας	συλλογής	χωρίς	προσφυγή	στην	απαρίθμηση.		
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όρο	subitizing	ήταν	οι	Kaufmann,	Lord,	Reese	και	Volkmann	(1949)	3.	Σύμφωνα	με	
τον	Fischer	κατά	την	άμεση	εκτίμηση	ενδιαφερόμαστε	για	μια	απάντηση	ακριβή,	
σίγουρη	 και	 σχεδόν	 ακαριαία	 (Fischer,	 1984	-	 Fischer,	 1992).	 Για	 τη	 διασάφηση	
της	έννοιας	της	άμεσης	εκτίμησης	οι	ακόλουθες	διευκρινίσεις	είναι	απαραίτητες:		

• Πρώτον,	η	άμεση	εκτίμηση	πρέπει	να	οδηγεί	σε	μια	απόλυτη	εκτίμηση	του	
αριθμού.	 Η	 άμεση	 εκτίμηση	 δεν	 αναφέρεται	 σε	 σχετικές	 εκτιμήσεις	 της	
αριθμητικής	 ποσότητας,	 δηλαδή	 στη	 σύγκριση	 δύο	 συλλογών	 που	
παρουσιάζονται	ταυτόχρονα.		

• Δεύτερον,	η	άμεση	εκτίμηση	καθιστά	αναγκαία	την	ονομασία	του	αριθμού.	
Αυτό	 το	 γνώρισμα	 αποκλείει	 άλλες	 εκδηλώσεις	 του	 παιδιού,	 όπως	 για	
παράδειγμα	το	σήκωμα	τεσσάρων	δακτύλων	για	να	δηλώσει	 το	παιδί	 	ότι	
«υπάρχουν	τόσα	όσα	αυτά»	ή	ακόμα	ότι	υπάρχουν	«δύο	και	ακόμα	δύο».	

Η	άμεση	εκτίμηση	μικρών	αριθμητικών	ποσοτήτων	εμφανίζεται	περίπου	από	την	
ηλικία	 των	 δύο	 ετών.	 Τα	 τετράχρονα	 παιδιά	 είναι	 σε	 θέση	 να	 αναγνωρίζουν	
συλλογές	 αντικειμένων	 που	 αποτελούνται	 από	 δύο	 έως	 τέσσερα	 αντικείμενα	
(Baroody,	 2008).	 Η	 άμεση	 εκτίμηση	 προσέλκυσε	 το	 ενδιαφέρον	 των	 ερευνητών.	
Για	 τη	 διερεύνησή	 της	 χρησιμοποιήθηκε	 κυρίως	 η	 οπτική	 μέθοδος.4	 Πολλά	
ευρήματα	έχουν	καταγραφεί	τόσο	από	την	παρατήρηση	μικρού	αριθμού	παιδιών	
(μελέτες	 περίπτωσης)	 όσο	 και	 από	 στατιστικές	 μελέτες.	 Στη	 συνέχεια	 θα	
αναφερθούμε	στις	δύο	αυτές	περιπτώσεις.	

Η	 εργασία	 των	 Wagner	 και	 Walters	 (1982),	 είναι	 μια	 μακροχρόνια	 μελέτη	
(longitudinal	analysis)	που	αφορά	την	παρατήρηση	9	παιδιών	κατά	τη	διάρκεια	5	
ετών	(από	ενός	έτους	μέχρι	6	ετών).	Αυτά	παρατηρήθηκαν	τουλάχιστον	δύο	φορές	
το	μήνα,	τόσο	κατά	τη	διάρκεια	ελεύθερου	παιγνιδιού	όσο	και	κατά	τη	διάρκεια	
ειδικά	 σχεδιασμένων	 δραστηριοτήτων,	 για	 να	 μελετηθούν	 οι	 συμβολικές	 τους	
ικανότητες	 και	 κυρίως	 ο	 αριθμός.	 Οι	 παρατηρήσεις	 των	 μελετητών,	 για	 καθένα	
από	 τα	 παιδιά,	 καταγράφηκαν	 σε	 2000	 περίπου	 σελίδες	 σημειώσεων	 και	
μαγνητοφωνημένων	 εγγραφών.	 Οι	 Wagner	 και	 Walters	 εξετάζοντας	 τις	 λέξεις	
                                                             
3	 Το	 ρήμα	 “subitize”,	 το	 οποίο	 επινόησαν	 προέρχεται	 από	 το	 λατινικό	 επίθετο	 “subitus”,	 που	 σημαίνει	
ξαφνικός	ή	στιγμιαίος	 και	από	 το	 λατινικό	ουσιαστικό	 “subitatio”:	 ξαφνική	 εμφάνιση	 (βλ.	 Kaufnan	et	 al.,	
1949.	
4	 Άλλες	 μέθοδοι	 εκτός	 από	 την	 οπτική	 μέθοδο	 σύλληψης	 του	 αριθμού	 μελετήθηκαν	 λιγότερο.	 Οι		
παρατηρήσεις	των		Hoopen	and	Vos	(1979),	σύμφωνα	με	την	ακουστική	μέθοδο,	αποκάλυψαν	την	ύπαρξη	
άμεσης	 ακουστικής	 εκτίμησης	 στους	 ενήλικους.	 Ωστόσο	 οι	 παλιές	 αναπτυξιακές	 μελέτες	 (Descoeudres,	
1921	 και	 Giltay,	 1936)	 δείχνουν	 ότι	 ο	 ακουστικός	 αριθμός	 αναπτύσσεται	 πολύ	 πιο	 αργά	 από	 τον	 οπτικό	
αριθμό.	



13	
 

«δύο»	και	«τρία»,	ένα	χρόνο	μετά	την	πρώτη	εμφάνισή	τους	στο	καθένα	από	τα	
παιδιά	κατέληξαν	στη	διαπίστωση	ότι	μόνο	το	15%	του	χρόνου	συνοδευόταν	από	
την	 απαρίθμηση.	 Αλλά	 για	 συλλογές	 με	 τέσσερα	 ή	 περισσότερα	 στοιχεία	 το	
ποσοστό	αυξάνεται	στο	95%.	

Η	 εντυπωσιακή	 αντίθεση	 ανάμεσα	 στους	 αριθμούς	 μέχρι	 το	 τρία	 και	 τους		
άλλους	 αριθμούς,	 που	 εμφανίζονται	 στη	 μελέτη	 των	 Wagner	 και	 Walters	 δεν	
αποτελεί	 μια	 ανακάλυψη.	 Πολλές	 παρατηρήσεις	 σε	 παιδιά	 δημοσιευμένες	 από	
την	 αρχή	 του	 αιώνα	 μέχρι	 και	 σήμερα,	 το	 είχαν	 υπογραμμίσει	 με	 σαφήνεια.	
Αναφέρουμε	ορισμένους	συγγραφείς:	
• Ο	Cramaussel	(1908),	για	δύο	από	τα	τέσσερα	παιδιά,	τους	S.	και	J.,	γράφει:	«στον	53ο	μήνα	ο	

S.	 και	στον	32ο	μήνα	ο	 J.	απαριθμούν	μέχρι	 το	5,	αλλά	πραγματικά	βλέπουν	μόνο	το	3»	 (σ.	
47).	

• Ο	Krutetskii	 (1976)	μνημονεύει	τον	Sacha,	ένα	παιδί	θαύμα	της	Μόσχας,	το	οποίο	έμαθε	να	
απαριθμεί	μέχρι	 το	 50	στην	ηλικία	 των	δύο	 χρονών.	 Σύμφωνα	με	 τον	συγγραφέα	οι	 γονείς	
του	εν	λόγω	παιδιού	είχαν	μια	εγκυκλοπαίδεια	50	τόμων,	τους	οποίους	ο	Sacha	απαριθμούσε	
με	μεγάλη	ευχαρίστηση.		

• Οι	Scupin	και	Scupin	 (1910)	δημοσίευσαν	μια	μονογραφία	του	γιου	τους.	Στην	ηλικία	των	4	
ετών	και	8	μηνών	η	μητέρα	του	δείχνει	τέσσερα	δάκτυλα,	αλλά	το	παιδί	δεν	ξέρει	πόσα	είναι.	
Όταν	αυτή	ξεχωρίζει	το	ένα	δάκτυλο	αυτός	ξέρει:	«τρία	και	ακόμα	ένα».	Οι	Scupin	και	Scupin	
σχολιάζουν:	 «η	 αριθμοακολουθία	 έχει	 κατακτηθεί	 σωστά	 μέχρι	 το	 3,	 αλλά	 παρά	 τις	
ασταμάτητες	 απαριθμήσεις	 (που	 έγιναν	 ελεύθερα)	 με	 χρήματα,	 φασόλια,	 σφαιρίδια	 και	
κουμπιά	η	αμφιβολία	υπάρχει	όταν	η	αριθμοακολουθία	ξεκινά	από	το	τέσσερα»	(σ.	142).	

• Οι	Decroly	και	Degand	(1912)	υπογραμμίζουν	ότι	στον	56ο	μήνα	η	Σουζάνα	διακρίνει	με	μιας	
τη	 συλλογή	 των	 τριών	 και	 απαριθμεί	 με	 το	 δάκτυλό	 της	 μια	 συλλογή	 των	 τεσσάρων.	
Παράδειγμα:	 ο	 πατέρας	 της	 έφτιαξε	 μια	 συλλογή	με	 τρία	 κουκούτσια	από	 κεράσια.	 «Πόσα	
είναι	 Σουζάνα;	 -	 Τρία».	 Προσθέτει	 ένα	 κουκούτσι.	 «Και	 τώρα	 πόσα;».	 Και	 η	 Σουζάνα	
απαριθμεί:	«ένα,	δύο,	τρία,	τέσσερα	κουκούτσια»	(σ.	113).	

• Oehl	(1935),	για	έναν	μαθητή	της	πρώτης	σχολικής	χρονιάς	(6	χρονών	και	2	μηνών)	ο	οποίος	
κατάφερνε	να	απαριθμεί	τρεις	γραμμές,	αλλά	όχι	περισσότερες	από	τέσσερις,	γράφει:	«εδώ	
εμφανίζεται	με	σαφήνεια	η	έμφυτη	διαφορά	ανάμεσα	στους	αριθμούς	από	το	ένα	ώς	το	3,	οι	
οποίοι	βασίζονται	πάνω	στις	εντυπώσεις	των	συλλογών	και	συλλαμβάνονται	ταυτόχρονα»	(σ.	
317).	

• Οι	Μωραΐτης,	κ.	ά.	(1997)	αναφέρουν	ένα	κορίτσι	δυόμισι	χρονών	που	τοποθετεί	στο	τραπέζι	
3	πιρούνια	λέγοντας:	«ένα	για	το	μπαμπά,	ένα	για	τη	μαμά	και	ένα	για	τη	Μαρία»	(σ.	20)5.	

                                                             
5	 Αναφέρεται	 επιπλέον:	 Το	 ένα	 και	 το	 δύο	 είναι	 πρωταρχικές	 αριθμητικές	 έννοιες	 και	 το	 παιδί	 τις	 έχει	
βιώσει	από	πολύ	νωρίς:	ένας	είναι	ο	εαυτός	του,	δύο	είναι	τα		χέρια	του	για	να	αγκαλιάζει	τη	μητέρα	του,	
δύο	τα	μάτια	του	για	να	βλέπει	τον	κόσμο,	δύο	τα	πόδια	του	για	να	περπατάει	κ.λπ.	(βλ.	Μωραΐτης	κ.	ά.,	
1997,	σ.	20).	
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Ευρήματα	 ανάλογα	 με	 αυτά	 που	 παρουσιάστηκαν	 στις	 «μελέτες	 περίπτωσης»	
βρέθηκαν	και	από	στατιστικές	μελέτες.	Το	1976	οι	Klahr	και	Wallace,	στο	πλαίσιο	
της	θεωρίας	«επεξεργασίας	πληροφοριών»,	 εισηγήθηκαν	μια	περιγραφή	για	 την	
απόκτηση	 των	πρώτων	ποσοτικών	εννοιών	 των	παιδιών.	Οι	 εν	 λόγω	συγγραφείς	
θεώρησαν	 ότι	 η	 απαρίθμηση	 αποτελεί	 αρχικά	 μια	 διαδικασία	 που	 μεταδίδεται	
κοινωνικά	 και	 δεν	 βοηθάει	 καθόλου	 τα	 παιδιά	 να	 σχηματίσουν	 ποσοτικές	
παραστάσεις.	 Αντίθετα,	 απέδωσαν	 θεμελιώδη	 ρόλο	 σε	 έναν	 άλλο	 τρόπο	
επεξεργασίας	 των	 ποσοτικών	 πληροφοριών,	 την	 άμεση	 εκτίμηση	 (subitizing).	 Η	
ακόλουθη	 δοκιμασία	 χρησιμοποιήθηκε	 ως	 βάση	 για	 τον	 ορισμό	 της	 άμεσης	
εκτίμησης:	 παρουσιάζουν	 μια	 συλλογή	 κουκκίδων	 σε	 τυχαία	 διευθέτηση	 και	 το	
υποκείμενο	 θα	 πρέπει	 να	 αναφέρει	 τον	 αριθμό	 των	 κουκκίδων	 όσο	 το	 δυνατό	
ταχύτερα.	 Ο	 χρόνος	 που	 είναι	 αναγκαίος	 για	 την	 ονομασία	 της	 ποσότητας	 (ο	
χρόνος	 αντίδρασης:	 Χ.Α.)	 καταμετρείται.	 Με	 αυτή	 τη	 μέθοδο	 οι	 Chi	 και	 Klahr	
(1975)	βρήκαν	μια	ασυνέχεια	μετά	τον	αριθμό	3	στους	χρόνους	αντίδρασης,	για	τα	
παιδιά	ηλικίας	πέντε	ώς	εξήμισι	χρονών	(Chi	&	Klahr,	1975).		

Καμπύλη	του	χρόνου	αντίδρασης	ως	προς	τον	αριθμό	(Klahr	&	Wallace,	1976)	

	

Η	παραπάνω	καμπύλη	δείχνει	μια	μικρή	γραμμική	αύξηση	μέχρι	το	3	και	μια	άλλη	
γραμμική	αύξηση	 για	 αριθμούς	 μεγαλύτερους	 από	 το	 3.	 Αυτές	 οι	 παρατηρήσεις	
οδήγησαν	 τους	 ερευνητές	 να	 υποθέσουν	 ότι	 υπάρχει	 ένας	 τρόπος	 ποσοτικής	
έκφρασης	διαφορετικός	από	την	απαρίθμηση,	σχεδόν	στιγμιαίος,	ο	οποίος	όμως	
περιορίζεται	 στους	 τρεις	 πρώτους	 αριθμούς.	 Σύμφωνα	 με	 το	 μοντέλο	 τους,	 η	
άμεση	εκτίμηση	παρέχει	ποσοτικά	σύμβολα	για	τις	πληθικότητες	«ένα»,	«δύο»	και	
«τρία»,	την	ίδια	στιγμή	που	η	απαρίθμηση	είναι	μηχανική	και	είναι	αδύνατον	να	
προμηθεύσει	τέτοιου	είδους	σύμβολα.	Όμως	οι	ίδιες	λέξεις	χρησιμοποιούνται	για	
να	 εκφράσουν	 τόσο	 το	 αποτέλεσμα	 της	 απαρίθμησης	 όσο	 και	 της	 άμεσης	
εκτίμησης.	 Επιπλέον	 όταν	 για	 παράδειγμα	 ένα	 παιδί	 απαριθμεί	 μια	 συλλογή	 με	
τρία	αντικείμενα	και	εκφωνεί	μηχανικά	«ένα,	δύο,	τρία»,	θα	έχει	την	ευκαιρία	να	
αναγνωρίσει	εξαιτίας	της	άμεσης	εκτίμησης	ότι	η	συλλογή	αποτελείται	από	«τρία»	
στοιχεία	και	γενικεύοντας	προοδευτικά	αυτή	την	παρατήρηση	να	μάθει	ότι	σε	μια	
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απαρίθμηση	η	λέξη	που	εκφωνείται	τελευταία	έχει	ποσοτική	αξία.	Σύμφωνα	με	το	
μοντέλο	των	Klahr	και	Wallace	τα	παιδιά	αποκτούν	τη	γνώση	την	οποία	η	Gelman	
αποκαλεί	αρχή	της	πληθικότητας.	

Ο	 Fischer	 (1984),	 κάνοντας	 παρατηρήσεις	 διαφορετικής	 φύσης,	 οδηγήθηκε	
στο	σχηματισμό	της	ίδιας	υπόθεσης.	Η	παρακάτω	γραφική	παράσταση	δείχνει	με	
συνοπτικό	 τρόπο	 τα	 ποσοστά	 επιτυχίας	 δύο	 πειραματικών	 ερευνών	 που	
πραγματοποιήθηκαν	από	 τον	Fischer	 και	αφορούν	δοκιμασίες	άμεσης	εκτίμησης	
ως	προς	το	μέγεθος	του	αριθμού.	Στα	πειράματα	αυτά	οι	συλλογές	που	δόθηκαν	
για	 άμεση	 εκτίμηση	 παρουσιάστηκαν	 με	 τη	 μορφή	 γραμμικών	 σχηματισμών	
κουκκίδων,	 οι	 οποίες	 ήταν	 κανονικά	 αραιωμένες.	 Ο	 χρόνος	 της	 έκθεσης	 των	
σχηματισμών	 ήταν	 περιορισμένος,	 γι’	 αυτό	 τα	 παιδιά	 αποθαρρύνονταν	 να	
απαριθμούν.	

Η	παραπάνω	γραφική	παράσταση	αποκαλύπτει	ότι	τόσο	στα	πεντάχρονα	όσο	και	
στα	εξάχρονα	παιδιά	μια	απότομη	πτώση	των	ποσοστών	επιτυχίας	ανάμεσα	στην	
άμεση	 εκτίμηση	 του	 «τρία»	 και	 στην	 άμεση	 εκτίμηση	 του	 «τέσσερα».	 Όπως	
χαρακτηριστικά	αναφέρει	ο	Fischer	 (1991),	«ο	αριθμός	τρία	εμφανίζεται	ως	ένας	
πραγματικός	 τοίχος».	 Ανάλογα	 ευρήματα	 έχουν	 επισημανθεί	 και	 από	 άλλους	
ερευνητές	όπως	για	παράδειγμα	οι	Gelman	και	Tucker	(1975).	

Οι	 τελευταίοι	 έδειξαν	 ότι	 παιδιά	 6-7	 ετών	 εμφανίζουν	 τη	 «σπασμένη»	
καμπύλη,	 την	 οποία	 διαπίστωσαν	 και	 οι	 άλλοι	 ερευνητές.	 Όμως	 αποδίδουν	
περισσότερη	 έμφαση	 στην	 απαρίθμηση	 (Gallistel,	 1988).	 Η	 άμεση	 εκτίμηση	
σύμφωνα	με	τους	Gelman	και	Tucker	θα	πρέπει	να	θεωρηθεί	«ως	εφαρμογή	της	
διαδικασίας	 απαρίθμησης»	 (Gelman	 &	 Tucker,	 1975).	 H	 επίδοση	 των	 παιδιών	

ΠΟΣΟΣΤΑ ΕΠΙΤΥΧΙΑΣ ΣΤΑ 5 ΚΑΙ 6 ΕΤΗ ΣΕ ΣΧΕΣΗ ΜΕ ΤΗΝ ΑΜΕΣΗ 
ΕΚΤΙΜΗΣΗ (Fischer, 1984  p. 130)
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βελτιώνεται	όταν	έχουν	πολύ	χρόνο	να	παρατηρήσουν	τις	συλλογές.	Σύμφωνα	με	
αυτούς	 τους	 ερευνητές	 τα	 μικρά	 παιδιά	 δεν	 διαθέτουν	 τους	 σχηματισμούς	 της	
δυάδας	 και	 της	 τριάδας.	Οι	 σχηματισμοί	 αυτοί	 αποκτώνται	 μεταξύ	 5	 και	 7	 ετών	
(Λεμονίδης,	1994α).	Η	άμεση	εκτίμηση,	η	οποία	για	πολλά	χρόνια	θεωρήθηκε	ως	
παθητική	 αντίληψη,	 μελετάται	 ακόμα	 και	 ως	 σειροθεσιακή	 διαδικασία	 (Folk,	
Egeth,	Kwak,	1988).	Πρόσφατες	μελέτες	έδειξαν	ότι	η	άμεση	εκτίμηση	(subitizing)	
είναι	 μια	 ξεχωριστή,	 αλλά	 μη	 αυτόματη	 μορφή	 της	 απαρίθμησης	 (Pincham	 &	
Szücs,	2012).	

Σε	αντίθεση	με	τα	παραπάνω	ο	Fischer	θεωρεί	την	άμεση	εκτίμηση	ως	έμφυτο	
μηχανισμό,	 που	 έχει	 άμεση	 σχέση	 με	 τη	 νευροφυσιολογική	 ωρίμαση	 του	
οργανισμού.	Αναφέρει:	

«Η	 ασυνέχεια	 της	 δυσκολίας	 που	 μεσολαβεί	 στη	 σύλληψη	 των	 αριθμών	 η	 οποία	
παρεμβαίνει	ανάμεσα	στο	τρία	και	στο	τέσσερα	είναι	ένα	ισχυρό	επιχείρημα	εναντίον	των	
προσεγγίσεων	του	αριθμού	που	βασίζονται	αποκλειστικά	στην	απαρίθμηση,	όπως	είναι	το	
μοντέλο	 των	 Gelman	 και	 Gallistel	 (1978).	 Σε	 ένα	 μοντέλο	 το	 οποίο	 βασίζεται	 μόνο	 στην	
απαρίθμηση,	 με	 την	 αύξηση	 του	 μεγέθους	 των	 αριθμών	 προκύπτει	 μια	 κανονική	 μείωση	
των	επιδόσεων	των	παιδιών.	Δεν	μπορεί	να	εξηγήσει	γιατί	οι	διαφορές	ανάμεσα	στο	2	και	
το	3	και	ανάμεσα	στο	4	και	το	5	είναι	σχεδόν	ανεπαίσθητες,	ενώ	η	διαφορά	ανάμεσα	στο	3	
και	το	4	είναι	τεράστια»	(Fischer,	1991,	σ.	236	).		

Ο	 Fischer	θεωρεί	 τη	σύλληψη	 του	αριθμού	3	από	παιδιά	5	ώς	6	 χρονών	ως	μια	
γνώση	 δηλωτική	 (déclarative).	 Αυτή	 η	 γνώση	 μπορεί	 να	 είναι	 πρόωρη	 ή	 να	
προκύπτει	από	τη	θεώρηση	της	απαρίθμησης	ως	όλου	(ολοποίηση)	και	θα	πρέπει	
να	διακρίνεται	από	μια	διαδικαστική	γνώση	(procedural),	όπως	η	απαρίθμηση,	την	
οποία	 τα	 μικρότερα	 παιδιά	 εφαρμόζουν	 για	 να	 βρουν	 «τρία».	 Επιπλέον	 η	
ολοποίηση	οδηγεί	στη	δημιουργία	μιας	νέας	μονάδας	δηλωτικής	μνήμης.	Αυτή	τη	
νέα	μονάδα	το	παιδί	μπορεί	να	τη	χειρίζεται	ως	όλον.	Θα	μπορούσε	να	ενταχθεί	
στο	 μηχανισμό	 της	 διαδικαστικής	 ή	 στρατηγικής	 γνώσης	 (παράδειγμα:	
προσαρίθμηση).	 Θα	 μπορούσε	 επίσης	 να	 ενταχθεί	 στις	 δηλωτικές	 γνώσεις	
(déclarative)	 (δύο	 και	 δύο	 τέσσερα).	 Πάντως	 αυτές	 οι	 γνώσεις	 είναι	 γενετικά	
μεταγενέστερες	από	την	απαρίθμηση	ένα-ένα.	

	Οι	ερευνητές	διχάζονται	ως	προς	της	φύση	της	άμεσης	εκτίμησης.	Από	τη	μια	
πλευρά,	όπως	είδαμε,	ορισμένοι	δέχονται	ότι	 τα	παιδιά	έρχονται	στον	κόσμο	με	
ορισμένες	 έμφυτες	 ικανότητες	 που	 τους	 επιτρέπουν	 να	 αποσπούν	 πληροφορίες	
από	το	περιβάλλον	(Chi	&	Klahr,	1975	-	Mandler	&	Shebo,	1982	-	Fischer,	1984),	
ενώ	άλλοι	θεωρούν	ότι	η	άμεση	εκτίμηση	δεν	είναι	ένας	έμφυτος	μηχανισμός	και	
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την	 ερμηνεύουν	με	βάση	 τους	μηχανισμούς	προσοχής	 (attentional	mechanisms),	
όπως	ο	von	Glasersfeld	 (1982).	Η	άμεση	εκτίμηση	προμηθεύει	μια	πρώιμη	βάση	
για	την	ανάλυση	του	αριθμού	και	την	πρόσθεση	καθώς	τα	παιδιά	«βλέπουν»	τους	
προσθετέους	 και	 το	 άθροισμα	 «δύο	 φουντούκια	 και	 δύο	 φουντούκια	 κάνουν	
τέσσερα	 φουντούκια».	 Αυτές	 οι	 πρωτοαριθμητικές	 ικανότητες	 έχουν	 τεράστια	
διαφορά	 από	 τις	 μεταγενέστερες	 αριθμητικές	 γνώσεις.	 Ο	 κοινωνικός	 περίγυρος	
μεταβιβάζει	στα	παιδιά	πολιτισμικά	εργαλεία	τα	οποία	μπορούν	να	χρησιμεύσουν	
στην	περαιτέρω	ανάπτυξη	αυτής	της	εμβρυώδους	γνώσης.	Στον	πολιτισμό	μας	το	
πλέον	 σημαντικό	 εργαλείο	 είναι	 η	 προφορική	 αριθμοακολουθία.	 Με	 τη	
στρατηγική	της	προσαρίθμησης	ένα	παιδί	είναι	ικανό	να	λύνει	την	πρόσθεση	5+2	
λέγοντας	 «5,	 6,	 7»,	 γιατί	 ήδη	 έχει	 αντίληψη	 της	 δυάδας.	 Όταν	 όμως	 έχει	 να	
προσαριθμήσει	 πέντε	 ή	 περισσότερες	 μονάδες	 στα	 πρώτα	 στάδια	 δυσκολεύεται	
(για	παράδειγμα	δεν	λύνει	την	πρόσθεση	3+6	προσαριθμώντας	«3,	4,	5,	6	,7	,8,	9»,	
γιατί	η	άμεση	εκτίμηση	του	6	είναι	αδύνατη.	Με	την	προφορική	αριθμοακολουθία	
η	άμεση	εκτίμηση	μπορεί	μάλλον	να	προσεγγιστεί	σύμφωνα	με	την	υπόθεση	της	
μάθησης.		

Σύμφωνα	με	αποτελέσματα	έρευνας	στη	χώρα	μας	με	παιδιά	της	προσχολικής	
ηλικίας	 (3-6	 ετών)	 προέκυψαν	 τα	 ακόλουθα:	 α)	 η	 άμεση	 εκτίμηση	 τριών	
κουκκίδων	σε	 γραμμική	διάταξη	ήταν	 ευκολότερη	σε	σύγκριση	με	 τον	 τριγωνικό	
σχηματισμό,	β)	η	άμεση	εκτίμηση	της	τετράδας	με	τη	μορφή	του	τετραγώνου	ήταν	
ευκολότερη	 από	 τη	 γραμμική	 διάταξη	 και	 από	 τον	 σχηματισμό	 3	 και	 1,	 γ)	 ο	
αστερισμός	 της	 πεντάδας	 του	 ζαριού	 ήταν	 ευκολότερος	 σε	 σύγκριση	 με	 άλλους	
σχηματισμούς	(Καφούση,	2008).		
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2.1. Η	προοδευτική	απόκτηση	της	προφορικής	αριθμοακολουθίας	

Προφορική	αρίθμηση	είναι	η	δραστηριότητα	της	απαγγελίας	ή	της	εκφώνησης	της	
ακολουθίας	 των	 αριθμητικών	 (αριθμολέξεων).	 Η	 προφορική	 αρίθμηση	 είναι	 ένα	
δημιούργημα	του	πολιτισμού,	το	οποίο	οικειοποιείται	το	παιδί	καθώς	επικοινωνεί	
με	 το	 περιβάλλον	 του.	 Τα	 περισσότερα	 παιδιά	 από	 την	 προσχολική	 ηλικία	
απαγγέλλουν	την	αριθμοακολουθία	χωρίς	να	την	έχουν	διδαχθεί	συστηματικά.	

Οι	γονείς	και	τα	μεγαλύτερα	αδέρφια	αναλαμβάνουν	το	έργο	της	μεταβίβασης	
αυτού	του	σπουδαίου	εργαλείου	στα	μικρά	παιδιά.	Από	την	εμπειρία	γνωρίζουμε	
ότι	ένα	παιδί	δυόμισι	χρονών,	ακούγοντας	τους	γονείς	του	να	εκφωνούν		

ένα,	δύο,	τρία,	τέσσερα,	πέντε	…,	

πολύ	γρήγορα	μαθαίνει	αυτές	τις	λέξεις	με	τη	σειρά	και	τις	επαναλαμβάνει	σωστά.	
Μολονότι	 το	 μικρό	 παιδί	 μιμείται	 τους	 ενήλικους	 και	 η	 πρακτική	 του	 είναι	

Απαρίθμηση	και	
πληθικότητα	

ΚΕΦΑΛΑΙΟ	

2 

Σύμφωνα	 με	 τα	 ερευνητικά	 ευρήματα	 των	 τελευταίων	 40	 χρόνων,	 η	
ανάπτυξη	 των	 πρώτων	 αριθμητικών	 εννοιών	 συνυφαίνεται	 με	 την	
ικανότητα	 των	 μικρών	 παιδιών	 για	 απαρίθμηση.	 Οι	 δραστηριότητες	
απαρίθμησης	 αποτελούν	 σημείο	 εκκίνησης	 για	 την	 ανάπτυξη	 του	
αριθμητικού	συλλογισμού	και	συνδέονται	με	την	κατάκτηση	της	έννοιας	
του	αριθμού	ως	τακτικού	και	απόλυτου.	Η	αφετηρία	γίνεται	με	τη	μελέτη	
της	 προφορικής	 αριθμοακολουθίας.	 Ακολουθούν	 οι	 οικουμενικές	 αρχές	
της	 απαρίθμησης	 και	 οι	 δυσκολίες	 και	 τα	 λάθη	 των	 μικρών	 παιδιών.	
Τέλος,	 αναπτύσσονται	 τα	 διαφορετικά	 είδη	 αριθμήσιμων	 μονάδων	 και	
τον	 προσδιορισμού	 της	 πληθικότητας	 καθώς	 και	 τα	 στάδια	 ανάπτυξης	
της		αρίθμησης.	
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μηχανική,	η	εν	λόγω	δραστηριότητα	ασκεί	ταυτόχρονα	τις	γλωσσικές	και	νοητικές	
του	ικανότητες.	

Η	 προφορική	 αρίθμηση	 του	 μικρού	 παιδιού	 στα	 πρώτα	 στάδια	 δεν	
αντιστοιχίζεται	 με	 αντικείμενα.	 Ένα	 παιδί	 μπορεί	 στα	 μάτια	 ενός	 ενήλικου	
παρατηρητή	 να	 μετράει	 σωστά	 χωρίς	 να	 έχει	 καμιά	 ιδέα	 για	 τη	 διάταξη	 των	
αριθμών	στην	αριθμοακολουθία.	Είναι	ένα	ρυθμικό	τραγούδι	όπως	τα	γράμματα	
του	 αλφαβήτου	 ή	 οι	 μέρες	 της	 εβδομάδας,	 στο	 οποίο	 αρχικά	 οι	 λέξεις	 δεν	
αναφέρονται	σε	τίποτα	(Corre	&	Carey,	2008).	Εφοδιάζει	όμως	το	μικρό	παιδί	με	
μια	ασαφή	παράσταση	της	σειράς	των	αριθμών.	Αρχικά	υποβάλλει	στο		παιδί	την	
τακτική	παρά	την	πληθική	έννοια	του	αριθμού.	Στη	συνέχεια	γίνεται	απαραίτητη	
προϋπόθεση	για	τη	σωστή	απαρίθμηση	των	αντικειμένων	μιας	συλλογής	και	 τον	
συνακόλουθο	 προσδιορισμό	 της	 πληθικότητας.	 Σε	 ένα	 μεταγενέστερο	 στάδιο	 η	
προφορική	 αριθμοακολουθία	 συμβάλλει	 στην	 παραστατική	 και	 αφηρημένη	
απαρίθμηση	και	στην	επίλυση	προβλημάτων	πρόσθεσης	και	αφαίρεσης	 (Patel	&	
Canobi,	 2010),	 με	 τις	 ενδεικνυόμενες	 κάθε	 φορά	 στρατηγικές	 (συναπαρίθμηση,	
προσαρίθμηση,	καθοδική	αρίθμηση,	διπλή	ανοδική	και	καθοδική	αρίθμηση).	

Παρατηρώντας	 τα	 παιδιά	 της	 προσχολικής	 ηλικίας	 καθώς	 παίζουν,	
διαπιστώνουμε	 ότι	 οι	 αριθμοί	 έχουν	 κερδίσει	 τη	 συμπάθεια	 και	 το	 ενδιαφέρον	
τους.	Τα	παιδιά	θέλουν	να	χρησιμοποιούν	 τους	αριθμούς	στις	 καθημερινές	 τους	
σχέσεις.	 Ασκούν	 σε	 αυτά	 ένα	 είδος	 γοητείας.	 Αναφέρουμε	 ένα	 χαρακτηριστικό	
παράδειγμα	που	παρατηρήσαμε	σε	δύο	πεντάχρονα	δίδυμα	παιδιά:	

ΑΙΜΙΛΙΑ:	-	Ξέρω	να	μετράω	μέχρι	το	εκατό.	Να:	ένα,	δύο,	τρία	...	(μετράει	ώς	το	τριάντα	και	
σταματά).	

ΔΗΜΗΤΡΗΣ:	-	 Εγώ	μετράω	μέχρι	 το	 χίλια	 και	 σε	 ξεπερνάω.	Να:	 ένα,	 δύο,..	 (μετράει	ώς	 το	
τριανταεννέα		και	σταματά).	

ΑΙΜΙΛΙΑ:	-	Εγώ	μετράω	μέχρι	τα	«άπειρα».	Τα	άπειρα	είναι	ο	πιο	μεγάλος	αριθμός	και	δεν	
τελειώνει	ποτέ.	Τα	άπειρα	δεν	μπορεί	να	τα	μετρήσει	κανένας,	γιατί	είναι	τα	πιο	πολλά	από	
όλα.	

ΔΗΜΗΤΡΗΣ:	-	Εγώ	μετράω	μέχρι	τα	«πανάπειρα».	Τα	πανάπειρα	δεν	μπορούμε	ούτε	να	τα	
πιάσουμε	ούτε	να	τα	δούμε	ούτε	να	τα	ακούσουμε	ούτε	να	τα	μυρίσουμε.	Μπορεί	να	μην	
υπάρχουν,	αλλά	μπορούμε	να	τα	σκεφτούμε.	Τα	πανάπειρα	είναι	ακόμα	πιο	πολλά	από	τα	
άπειρα	και	δεν	μπορείς	να	τα	φτάσεις!	

ΑΙΜΙΛΙΑ:	-	Τότε	εγώ	μετράω	μέχρι	το	«πανάπειρες	φορές	να	λες	το	πανάπειρα»!	

Είναι	 ολοφάνερη	 η	 έκσταση	 για	 τους	 μεγάλους	 αριθμούς	 και	 η	 γλωσσική	
εφευρετικότητά	τους	καθώς	ανταγωνίζονται,	ποιο	παιδί	ανεβαίνει	ψηλότερα	την	
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αριθμητική	σκάλα.	Η	απαγγελία	της	αριθμοακολουθίας	λειτουργεί	ως	εφαλτήριο	
γνωστικής	ανόδου	και	γεμίζει	 τα	μικρά	παιδιά	με	συναισθήματα	αισιοδοξίας	και	
μαθησιακής	επιβεβαίωσης.		

Εφόσον	 η	 δραστηριότητα	 της	 απαρίθμησης	 αντικειμένων	 παρουσιάζεται	 ως	
μια	σπουδαία	πρακτική	στην	οικειοποίηση	της	έννοιας	του	αριθμού,	η	μελέτη	της	
προφορικής	αριθμοακολουθίας	θα	πρέπει	να	έχει	την	πρώτη	θέση.	Όταν	ένα	παιδί	
απαριθμεί	τα	αντικείμενα	μιας	συλλογής	είναι	επιφορτισμένο	με	ένα	τριπλό	έργο:	
Από	 τη	 μια	 μεριά	 πρέπει	 να	 θυμηθεί	 και	 να	 «εκκοκίσει»	 τη	 διαταγμένη	
αριθμοακολουθία.	 Από	 την	 άλλη	 πρέπει	 να	 δείχνει	 ένα-ένα	 τα	 αντικείμενα	 της	
συλλογής	προσέχοντας	να	μην	ξεχάσει	ή	διπλομετρήσει	ορισμένα	από	αυτά.	Τέλος	
θα	πρέπει	να	συντονίσει	αυτές	τις	δύο	δραστηριότητες.	

2.2. Απόκτηση	της	ικανότητας	απαγγελίας	της	αριθμοακολουθίας	

Με	την	προφορική	αριθμοακολουθία	επιδιώκεται	να	εκφρασθούν	όλοι	οι	αριθμοί	
με	 ένα	 περιορισμένο	 πλήθος	 λέξεων	 που	 ονομάζονται	 αριθμητικά	 ή	 καλύτερα	
απόλυτα	αριθμητικά6.	Η	αριθμοακολουθία	αρθρώνεται	ως	μια	διατεταγμένη	και	
σταθερή	σειρά	απόλυτων	αριθμητικών.	Δεν	είναι	παράδοξο	που	πολλοί	ερευνητές	
προσέγγισαν	 την	 αριθμοακολουθία	ως	 αντικείμενο	 της	 γλωσσολογίας.	 Σύμφωνα	
με	 	αυτήν	 την	προσέγγιση	η	αλυσίδα	των	αριθμητικών	μελετήθηκε	ως	γλωσσικό	
υποσύστημα	 μιας	 δοσμένης	 γλώσσας,	 που	 από	 τη	 μια	 μεριά	 έχει	 ορισμένες	
κανονικότητες	και	από	την	άλλη	εμπεριέχει	εξαιρέσεις.	

Η	άνεση	με	την	οποία	μπορούν	τα	παιδιά	να	συνδέουν	τα	γραπτά	ψηφία	με	τα	
αριθμητικά	 	 και	 ο	 τρόπος	 με	 τον	 οποίο	 χρησιμοποιούν	 τα	 αριθμητικά	 στην	
πρόσθεση	 και	 την	 αφαίρεση	 εξαρτάται	 από	 τα	 χαρακτηριστικά	 της	
αριθμοακολουθίας	(Fuson	&	Kwon,	1991).	Τα	ασιατικά	αριθμητικά	συστήματα,	τα	
οποία	έχουν	σχηματισθεί	με	βάση	το	κινέζικο,	είναι	κατά	βάση	ευκολότερα	στην	
εκμάθηση	 από	 τα	 ευρωπαϊκά.	 Αυτό	 οφείλεται	 στα	 εξής:	 υπάρχουν	 μόνο	 εννέα	

                                                             
6Αριθμητικά	λέγονται	όλες	οι	λέξεις	που	εκφράζουν	αριθμούς	ή	αριθμητικές	σχέσεις	και	έννοιες.	Θεωρούμε	
ορθότερη	τη	χρήση	αυτού	του	ακριβούς	όρου	αντί	για	εκφράσεις	όπως	“λέξεις-αριθμοί”	ή	“αριθμολέξεις”,	
που	έχουν	εισαχθεί	μέσω	μεταφράσεων	από	ξένες	γλώσσες.	Τα	αριθμητικά	με	τα	οποία	έρχονται	σε	επαφή	
τα	 παιδιά	 του	 νηπιαγωγείου	 είναι	 κυρίως	 α)	 τα	 απόλυτα	 ένα	 (ένας,	 μία),	 δύο,	 τρία	 (τρεις),	 τέσσερα	
(τέσσερις),	 πέντε	 κ.λπ.,	 που	 νοούνται	 ως	 επίθετα,	 και	 τα	 ουσιαστικά	 μονάδα,	 δυάδα	 (ζευγάρι),	
τριάδα…δεκάδα…	εικοσάδα	κ.λπ.,	που	λέγονται	και	αφηρημένα	β)	 τα	τακτικά,	που	δηλώνουν	αριθμητική	
σχέση	 και	 είναι	 επίθετα:	 πρώτος,	 -η,	 -ο,	 δεύτερος,	 -η,	 -ο,	 τρίτος,	 -η,	 -ο	 κ.λπ.	 Στο	 περιθώριο	 ακούγονται	
επίσης	 τα	 πολλαπλασιαστικά	 αριθμητικά	 (απλός),	 διπλός,	 τριπλός	 κ.λπ.	 και	 τα	 αναλογικά	 αριθμητικά	
διπλάσιος,	τριπλάσιος	κ.λπ.,	τα	οποία	όμως	δεν	διδάσκονται.	
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αριθμητικά,	 οι	 λέξεις	 για	 τις	 δυνάμεις	 του	 10	 (δέκα,	 εκατό,	 χίλια	 κ.λπ.)	 και	 η	
διάταξη	σύμφωνα	με	την	οποία	εκφωνούνται	οι	λέξεις	από	τη	μικρότερη	προς	τη	
μεγαλύτερη.	 Οι	 αριθμοί	 ονομάζονται	 με	 κανονικό	 τρόπο:	 για	 παράδειγμα	 το	 12	
ονομάζεται	δέκα	δύο,	το	35	τρία	δέκα	πέντε	και	789	ονομάζεται	εφτά	εκατό	οκτώ	
δέκα	εννέα.	

Στις	 περισσότερες	 ευρωπαϊκές	 γλώσσες	 (π.χ.	 αγγλικά,	 γαλλικά,	 γερμανικά,	
ιταλικά,	ισπανικά,	σουηδικά	κ.λπ.)	η	σειρά	εκφώνησης	ενός	συνόλου	αριθμητικών	
από	το	11	μέχρι	το	19	(ή	μέχρι	το	99	όπως	στα	γερμανικά)	αντιτίθεται	στη	σειρά	
της	 αντίστοιχης	 ψηφιακής	 γραφής	 στο	 δεκαδικό	 σύστημα	 αρίθμησης.	 Στην	
ελληνική	γλώσσα	μοναδικές	εξαιρέσεις	αποτελούν	το	δώδεκα	αντί	του	κανονικού	
δεκαδύο	 και	 ένδεκα	 αντί	 δεκαένα7).	 Όλα	 τα	 άλλα	 αριθμητικά	 έχουν	 ονομαστεί	
από	 τα	 αριστερά	 προς	 τα	 δεξιά,	 όπως	 διαβάζουμε	 τους	 αριθμούς	 στο	 δεκαδικό	
σύστημα	 αρίθμησης.	 Αυτή	 η	 κανονικότητα	 διευκολύνει	 την	 εκμάθηση	 της	
αριθμοακολουθίας	(Παπαδοπετράκης,	1998).	

Στην	ελληνική	γλώσσα	υπάρχουν	ειδικές	λέξεις	για	τις	δεκάδες	όπως	«δέκα»,	
«είκοσι»,	 «τριάντα»	 κ.λπ.	 καθώς	 για	 τις	 εκατοντάδες	 όπως	 «εκατό»,	 «διακόσια»	
κ.λπ.	Η	απομνημόνευση	αυτών	των	αριθμητικών	απαιτεί	επίμονη	προσπάθεια	από	
τα	παιδιά.	

Σύμφωνα	 με	 την	 Fuson	 τα	 μικρά	 παιδιά	 καταλαβαίνουν	 και	 χρησιμοποιούν	
προοδευτικά	τα	λεκτικά	αριθμητικά	με	επτά	διαφορετικά	νοήματα	(Fuson,	1991).	
Τρία	 από	 αυτά	 τα	 νοήματα	 είναι	 μαθηματικά:	 ένα	 νόημα	 απόλυτο	 όπου	 το	
αριθμητικό	 σχετίζεται	 με	 την	 ολότητα	 ενός	 συνόλου	 διακεκριμένων	 	 μονάδων	
δείχνοντας	 από	 πόσα	 στοιχεία	 αποτελείται,	 ένα	 νόημα	 διατακτικό	 όπου	 το	
αριθμητικό	 σχετίζεται	 με	 ένα	 στοιχείο	 μέσα	 σε	 μια	 συλλογή	 διαταγμένων	
στοιχείων	 και	 περιγράφει	 τη	 σχετική	 θέση	 αυτού	 του	 στοιχείου	 και	 ένα	 νόημα	
μέτρου	όπου	το	αριθμητικό	αναφέρεται	σε	μια	συνεχή	ποσότητα	και	δείχνει	πόσες	
μονάδες	 της	 αντιστοιχούν	 ή	 πόσες	 μονάδες	 την	 “γεμίζουν”.	 Δύο	 άλλα	
περιεχόμενα,	 αυτό	 της	 ακολουθίας	 και	 αυτό	 της	 απαρίθμησης,	 αποτελούν	
πολιτιστικά	 εργαλεία	 τα	 οποία	 εγγυώνται	 την	 ορθότητα	 των	 αντίστοιχων	
αριθμητικών	κατά	τη	χρήση	τους	με	νόημα	απόλυτο,	τακτικό	και	μέτρου.	Μια	έκτη	
χρήση	των	λέξεων	αριθμών	αφορά	την	ανάγνωση.	Αργότερα	τα	ψηφία	παίρνουν	
μια	απόλυτη		σημασία,	μια	τακτική	και	μια	σημασία	μέτρου.	Τέλος	τα	αριθμητικά	
χρησιμοποιούνται	και	με	μη	αριθμητικά	περιεχόμενα	(ή	σχεδόν	αριθμητικά)	όπως	

                                                             
7Επειδή	οι	εξαιρέσεις	είναι	μόνο	δύο,	συχνά	τα	παιδιά	μπορούν	να	τις	μαθαίνουν	ως	λογοπαίγνιο.			
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οι	αριθμοί	τηλεφώνου,	οι	σταθμοί	της	τηλεόρασης,	οι	αριθμοί	των	αυτοκινήτων,	
οι	ταχυδρομικοί	κώδικες,	οι	αριθμοί	που	αναγράφονται	στα	συγκοινωνιακά	μέσα	
(λεωφορεία,	τρολεϋ)	και	οι	αριθμοί	των		σπιτιών	στους	δρόμους.	

Τα	μικρά	παιδιά	ακούνε	τα	αριθμητικά	με	αυτά	τα	7	διαφορετικά	περιεχόμενα	
και	αρχίζουν	να	τα	χρησιμοποιούν	σε	ποικίλες	καταστάσεις.	Οι	διάφορες	σημασίες	
είναι	 αρχικά	 ανεξάρτητες	 οι	 μεν	 από	 τις	 δε.	 Σταδιακά	 τα	 παιδιά	 δημιουργούν	
ανάμεσα	 σε	 αυτά	 διασυνδέσεις,	 ενώ	 	 στην	 αρχή	 η	 εκφώνηση	 των	 αριθμητικών	
καλύπτει	 περισσότερες	 από	 μία	 σημασίες.	 Η	 εκμάθηση	 	 αυτών	 των	 σχέσεων	
απαιτεί	 χρόνο.	Οι	 Fuson	 και	Hall	 (1993),	 καθώς	 και	 οι	 Fuson,	 Richards	 και	 Briars	
(1992)	 διενεργώντας	 πειράματα	 σε	 Αμερικανούς	 μαθητές	 βρήκαν	 ότι	 η	 μάθηση	
της	 προφορικής	 αριθμοακολουθίας	 από	 το	 1	 μέχρι	 το	 100	 αρχίζει	 πολύ	 νωρίς,	
περίπου	στην	ηλικία	 των	δύο	ετών	και	η	απόκτησή	της	ολοκληρώνεται	συνήθως	
στο	τέλος	της	Α΄	τάξης	ή	στην	αρχή	της	Β΄	τάξης.	Αυτή		η	κατασκευή	κορυφώνεται	
με	την	ακολουθία	αριθμητικών,	σειροθετημένη,	εσωκλεισμένη,	απολυτοποιημένη	
και	ενοποιημένη,	η	οποία	είναι	προγενέστερη	από	τη	διατήρηση		του		αριθμού.	

Η	 αριθμοακολουθία	 αυξάνεται	 καθώς	 το	 παιδί	 μεγαλώνει.	 Τα	 αμερικανάκια	
ηλικίας	 τρεισήμιση	 χρονών,	 της	 μέσης	 κοινωνικής	 τάξης	 ξέρουν	 την	
αριθμοακολουθία	 ώς	 το	 10	 (Fuson,	 1991).	 Τα	 παιδιά	 	 τριάμισι	 με	 τεσσεράμισι	
χρονών	γνωρίζουν	τέλεια	τη	σειρά	των	αριθμών	ώς	το	10	άλλα		κάνουν	ορισμένα	
λάθη	από	το	10	ώς	το	20	(Λεμονίδης,	1994α).	Η	ακρίβεια	με	την	οποία	τα	παιδιά	
εκφωνούν		την	αριθμοακολουθία	ώς	το	30	δείχνει	ότι		έχουν	κατανοήσει	τη	δομή	
των	δεκάδων.		

Οι	 έρευνες	 της	Meljac	 	 (1979)	 έδειξαν	 ότι	 το	 80%	 των	 τετράχρονων	παιδιών	
μπορεί	 να	 αριθμεί	 μέχρι	 το	 10,	 το	 73%	 των	 πεντάχρονων	 ώς	 το	 15,	 ενώ	 τα	
εξάχρονα	παιδιά	που	αρχίζουν	 τη	φοίτησή	 τους	 στο	 δημοτικό	 σχολείο	 έχουν	 τις	
ακόλουθες	επιδόσεις	στην	απαγγελία	της	αριθμοακολουθίας:	ώς	το	10	το	90%,	ώς	
το	15	το	80%	και	ώς	το	20	το	60%.		

Σύμφωνα	 με	 έρευνα	 (Λεμονίδης,	 1994β)	 που	 διενεργήθηκε	 στην	 Ελλάδα	 η	
πλειονότητα	των	μαθητών	της	Α΄	τάξης	του	δημοτικού	σχολείου	αριθμεί	μέχρι	το	
20,	 ενώ	 το	 ένα	 τέταρτο	 των	 μαθητών	 φθάνει	 μέχρι	 το	 30.	 Λίγα	 νήπια	 (10,5%)	
γνωρίζουν	να	αριθμούν	πάνω	από	30	και	μέχρι	το	72,	ενώ	ένα	ποσοστό	16,5%	δεν	
είναι	 ικανό	 να	 αριθμεί	 μέχρι	 το	 10.	 Από	 τους	 μαθητές	 της	 Α΄	 τάξης	 27%	 	 των	
μαθητών	αριθμούν	μεταξύ	του	20	και	του	30	και	24,5%	μεταξύ	του	30	και	του	72.	
Επίσης	ένα	σημαντικό	ποσοστό	μαθητών	(22%)	ξέρει	να	αριθμεί	μεταξύ	του	72	και	
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του	101.	Στην	 ίδια	έρευνα	βρέθηκε	ότι	τα	νήπια	αδυνατούν	να	αριθμήσουν	δύο-
δύο	ή	 να	αριθμήσουν	 καθοδικά	 ενώ	 τα	παιδιά	 της	Α΄	 τάξης	 καταφέρνουν	με	 τη	
λήξη	 του	 σχολικού	 έτους	 να	 αριθμούν	 ανά	 δύο	 (45,5%)	 και	 προβαίνουν	 στην	
πλειονότητά	τους	σε	καθοδική	αρίθμηση	μόνο	κάτω	από	το	10.		

Η	 πλειονότητα	 των	 παιδιών	 μαθαίνουν	 την	 προφορική	 αριθμοακολουθία	
μιμούμενα	τους	γονείς	τους,	ως	μηχανικό	κατάλογο	λέξεων	χωρίς	σημασία,	όπως	
κάνουν	με	το	αλφάβητο.	Σύμφωνα	με	τον	Piaget	«δεν	πρέπει	να	πιστέψουμε	ότι	
ένα	μικρό	παιδί	απέκτησε	την	έννοια	του	αριθμού	από	μόνο	το	γεγονός	ότι	έμαθε	
να	μετράει	προφορικά»	(Piaget	&	 Inhelder,	1966).	Οι	εν	λόγω	πρώιμες	επιδόσεις	
των	νηπίων	δεν	συνιστούν	ουσιαστική	αριθμητική	μάθηση,	αφού	απουσιάζουν	η	
κατανόηση	 της	 αναδρομικότητας	 και	 οι	 σχέσεις	 μεταξύ	 των	 αριθμών.	 Από	 τη	
στιγμή	που	το	παιδί	αρχίζει	να	αριθμεί	ώς	την	στιγμή	που	κατανοεί	την	έννοια	του	
αριθμού	η	χρονική	απόσταση	είναι	πολύ	μεγάλη	(Κρασανάκης,	1992).	

Σύμφωνα	 με	 τους	 Fuson,	 Richards,	 και	 Briars	 (1982),	 η	 εκμάθηση	 της	
αριθμοακολουθίας	 απλώνεται	 σε	 δύο	 φάσεις,	 οι	 οποίες	 αλληλεπικαλύπτονται.	
Στην	 πρώτη	 φάση	 τα	 παιδιά	 αποστηθίζουν	 ένα	 τμήμα	 της	 ακολουθίας,	 δηλαδή	
μαθαίνουν	«απέξω»	τη	συμβατική	σειρά	των	αριθμητικών.	Αργότερα	ακολουθεί	η	
λειτουργική	φάση	της	μάθησης,	στην	οποία	τα	παιδιά	αναλύουν	την	ακολουθία	σε	
τμήματα	 και	 ανακαλύπτουν	 κανονικότητες	 (π.χ.	 επαναλήψεις	 των	 μονοψήφιων	
κατά	 την	 απαγγελία	 των	 διψήφιων)	 που	 παραπέμπουν	 στη	 δεκαδική	 δομή	 των	
διψήφιων	αριθμητικών.	

Η	 μελέτη	 των	 αυθόρμητων	 απαγγελιών	 των	 παιδιών	 καθιστά	 φανερό	 τον	
τρόπο	 κατοχής	 της	 προφορικής	 αριθμοακολουθίας.	 Οι	 απαντήσεις	 των	 παιδιών	
στην	 ερώτηση	 «δείξε	 μου	 μέχρι	 πού	 ξέρεις	 να	 μετράς»	 αποκαλύπτουν	 ότι	 οι	
προφορικές	ακολουθίες	των	παιδιών	χωρίζονται	σε	τρία	μέρη:	

	

	

	

	

	

	
	

• Ένα	πρώτο	μέρος	που	είναι	σταθερό	και	σωστό,	όπως	συμβαίνει	με	
τις	αντίστοιχες	απαγγελίες	των	ενηλίκων.	

• Ένα	δεύτερο	μέρος	σταθερό	αλλά	λανθασμένο	(π.χ.	παρατηρούνται	
παραλείψεις,	επαναλείψεις).	

• Ένα	 τρίτο	 μέρος	 που	 δεν	 είναι	 ούτε	 σταθερό	 ούτε	 σωστό	 (οι	
απαντήσεις	των	παιδιών	διαφέρουν	από	δοκιμή	σε	δοκιμή).	
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Έχει	παρατηρηθεί	ότι	σε	 κάθε	παιδί	 το	σταθερό	και	συμβατικό	μέρος	αυξάνεται	
(το	δεύτερο	μέρος	μετασχηματίζεται	στο	πρώτο).	Με	τον	ίδιο	τρόπο	το	τρίτο	μέρος	
μετασχηματίζεται	 στο	 δεύτερο.	 Το	 λανθασμένο	 τμήμα,	 το	 οποίο	 είναι	 σταθερό,	
περιλαμβάνει	παραλείψεις,	επαναλήψεις	και	σπάνια	την	καθοδική	αρίθμηση	και	
μπορεί	να	διατηρείται	για	μεγάλα	χρονικά	διαστήματα.	

Η	 ηλικία	 της	 κατάκτησης	 των	 τριών	 μερών	 της	 αριθμοακολουθίας	 ποικίλλει	
από	 παιδί	 σε	 παιδί	 και	 εξαρτάται	 από	 τα	 ερεθίσματα	 που	 παρέχει	 στο	 παιδί	 το	
οικογενειακό	και	κοινωνικό	περιβάλλον.		

Οι		Siegler	και	Robinson	(1982)	μελέτησαν	τις	στάσεις,	τις	παραλείψεις	και	τις	
επαναλήψεις	 κατά	 την	 απαγγελία	 της	 αριθμοακολουθίας.	Οι	 εν	 λόγω	 ερευνητές	
στη	 μελέτη	 των	 «αυθόρμητων»	 στάσεων	 διέκριναν	 τρία	 αριθμητικά	 πεδία	
(ομάδες):	 η	 ομάδα	 Α	 περιλαμβάνει	 τους	 αριθμούς	 από	 το	 1	 μέχρι	 και	 το	 19,	 η	
ομάδα	Β	τους	αριθμούς	από	το	20	μέχρι	και	το	99	και	η	ομάδα	Γ	τους	αριθμούς	
πέρα	 από	 το	 99.	 Μέσα	 στο	 αριθμητικό	 πεδίο	 Α	 τα	 παιδιά	 σταματούν	 συνήθως	
στους	αριθμούς	4,	7,	8	και	13.	Στο	αριθμητικό	πεδίο	Β	σταματούν	στο	τέλος	των	
δεκάδων	(29,	39,	49)	και	στο	αριθμητικό	πεδίο	Γ	σταματούν	σε	ακέραιες	δεκάδες	
(120,	130,	140).	

Η	 μελέτη	 των	 παραλείψεων	 αποκαλύπτει	 ότι	 τα	 παιδιά	 του	 αριθμητικού	
πεδίου	Β	«πηδούν»	συχνά	από	μια	δεκάδα	σε	μια	άλλη	μεγαλύτερη	 (28,	29,	50,	
51,	 …)8.	 Τέλος	 οι	 επαναλήψεις	 αριθμών	 παρατηρούνται	 και	 στα	 τρία	 επίπεδα,	
όμως	η	συχνότητά	τους	είναι	μεγαλύτερη	στο	πεδίο	Α	και	μειώνεται	βαθμιαία	στα	
πεδία	 Β	 και	 Γ.	 Τα	 λάθη	 που	 κάνουν	 τα	 παιδιά	 είναι	 κυρίως	 λάθη	 παραλείψεων	
παρά	επαναλήψεων.	

Οι	Fuson,	Richards	και	Briars	διέκριναν	πέντε	διαφορετικά	επίπεδα	(1988),	τα	
οποία	χαρακτηρίζουν	τη	λειτουργική	φάση	της	αριθμοακολουθίας:	
1. Το	επίπεδο	της	αλυσίδας.	 Σε	αυτό	το	πρώτο	επίπεδο	τα	αριθμητικά	δεν	 ξεχωρίζονται,	αλλά	

λειτουργούν	 ως	 ένα	 συμπαγές	 και	 αδιαίρετο	 όλον,	 «έναδύοτρίατέσσεραπέντε…»,	 που	 δεν	
έχει	κανένα	αριθμητικό	νόημα.			

2. Το	επίπεδο	της	αδιαίρετης	αλυσίδας.	Στο	επίπεδο	αυτό	τα	αριθμητικά	ξεχωρίζονται,	αλλά	η	
αριθμοακολουθία	αποτελεί	ένα	αδιαίρετο	όλον.	Το	παιδί	δεν	μπορεί	να	απαγγέλλει	από	έναν	
δεδομένο	αριθμό	και	πέρα,	αλλά	ξεκινάει	την	προφορική	ακολουθία	από	το	ένα	και	συνεχίζει	
με	ανοδική	κατεύθυνση.	Όμως	το	παιδί,	όταν	του	ζητούμε	να	αριθμήσει	μέχρι	έναν	αριθμό	

                                                             
8Το	 φαινόμενο	 των	 παραλείψεων	 κατά	 την	 απαγγελία	 της	 αριθμοακολουθίας	 έχει	 παρατηρηθεί	 και	 στα	
ελληνόπουλα.	Δεν	υπάρχουν	όμως	συστηματικές	μελέτες	που	ερευνούν	το	θέμα	αυτό.	
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(π.χ.	«μέτρησέ	μου	μέχρι	 το	10»),	μπορεί	και	 τα	καταφέρνει.	Τέλος	αρχίζει	να	χρησιμοποιεί	
την	απαρίθμηση	για	να	λύνει	απλά	προβλήματα	πρόσθεσης	και	αφαίρεσης.	

3. Το	 επίπεδο	 της	 διασπασμένης	 αλυσίδας.	 Αντίθετα	 από	 το	 προηγούμενο	 επίπεδο,	 το	 παιδί	
μπορεί	να	τεμαχίζει	την	αριθμοακολουθία.	Τώρα	μπορεί	να	αριθμεί	πέρα	από	έναν	δεδομένο	
αριθμό	(π.χ.	«μέτρησέ	μου	από	το	πέντε	και	πέρα»),	ή	να	αριθμεί	από	έναν	αριθμό	μέχρι	έναν	
άλλον	(	π.χ.	«μέτρησέ	μου	από	το	3	μέχρι	το	9»).	Αυτές	οι	δύο	ικανότητες	σταθεροποιούνται	
περίπου	 στην	 ηλικία	 των	 6	 ετών,	 όπου	 εμφανίζεται	 ευλυγισία	 στη	 χρήση	 της	
αριθμοακολουθίας.	 Η	 σημασία	 της	 ακολουθίας	 και	 της	 απαρίθμησης	 αρχίζουν	 να	
παγιώνονται.	 Έτσι	 τα	 παιδιά	 μπορούν	 να	 περνούν	 από	 την	 απόλυτη	 σημασία	 ενός	
αριθμητικού	(π.	χ.	υπάρχουν	3	γάτες),	στη	σημασία	της	μέσα	στην	ακολουθία	ως	τελευταίας	
εκφωνούμενης	 λέξης	 κατά	 τη	 διάρκεια	 της	 απαρίθμησης	 αντικειμένων	 χωρίς	 να	 έχουν	
ανάγκη	να	απαριθμήσουν	πραγματικά	τα	αντικείμενα	και	ακόμα	χωρίς	αυτά	να	είναι	ορατά.	
Όπως	στο	προηγούμενο	επίπεδο,	τα	παιδιά	ακολουθούν	τότε	την	απαρίθμηση	του	δεύτερου	
όρου	 και	 πραγματοποιούν	 τελικά	 ένα	 τελευταίο	 πέρασμα	 από	 την	 απαρίθμηση	 στην	
πληθικότητα	για	να	βρουν	τον	αριθμό	που	παριστάνει	την	ολότητα	των	αντικειμένων.	Επίσης	
μπορούν	 να	 εκφωνούν	 τον	 προηγούμενο	 και	 τον	 επόμενο	 ενός	 αριθμού,	 να	 απαγγέλλουν	
καθοδικά	την	ακολουθία	των	αριθμών	με	δυσκολίες	και	να	εφαρμόζουν	πιο	αποτελεσματικές	
στρατηγικές	στην	επίλυση	προβλημάτων	πρόσθεσης.		

4. Το	επίπεδο	της	αριθμήσιμης	αλυσίδας.	 Στο	επίπεδο	αυτό	οι	σημασίες	της	απαρίθμησης	και	
της	πληθικότητας	παγιώνονται.	Τα	αριθμητικά	γίνονται	οντότητες	περισσότερο	αφηρημένες	
και	 μπορούν	 να	 παριστάνουν	 τους	 όρους	 και	 το	 άθροισμα	 σε	 καταστάσεις	 πρόσθεσης	 και	
αφαίρεσης.	Τα	παιδιά,	που	συνήθως	έχουν	ηλικία	6-7	ετών,	μπορούν	και	χρησιμοποιούν	τα	
αριθμητικά	 της	 αριθμοακολουθίας	 για	 νοερή	 αρίθμηση.	 Δεν	 χρειάζονται	 πλέον	 συλλογές	
αντικειμένων	 που	 αντιπροσωπεύουν	 τον	 έναν	 ή	 τον	 άλλον	 όρο.	 Κάνουν	 νοερή	
προσαρίθμηση:	 ξεκινούν	από	 τον	πρώτο	ή	 τον	μεγαλύτερο	όρο	και	προσαριθμούν	 (π.χ.	 για	
6+8	 ξεκινούν	 από	 το	 8	 και	 εκφέρουν	 ακόμα	 τους	 έξι	 επόμενους	 αριθμούς	 της	 ακολουθίας	
9,10,11,12,13,14).	 Αν	 δυσκολεύονται	 χρησιμοποιούν	 τα	 δάκτυλα.	 Αναπτύσσουν	 επίσης	 την	
εξής	 ικανότητα:	 ξεκινούν	 από	 έναν	 δεδομένο	 αριθμό	 και	 αριθμούν	 	 ν	 στοιχεία	 ανοδικά	 ή	
καθοδικά.	 Συχνά	 τα	 παιδιά	 δυσκολεύονται,	 γιατί	 η	 μνήμη	 τους	 υπερφορτώνεται	 με	 δύο	
εργασίες:	την	ανοδική	ή	καθοδική	εκφώνηση	των	αριθμητικών	και	τη	διατήρηση	στη	μνήμη	
του	πλήθους	των	αριθμητικών	που	έχουν	ήδη	απαριθμηθεί.			

5. Το	επίπεδο	της	διπλής	κατεύθυνσης.	Σε	αυτό	το	επίπεδο	τα	παιδιά	μπορούν	να	προβαίνουν	
με	ευχέρεια	σε	ανοδική	η	καθοδική	αρίθμηση	από	οποιονδήποτε	αριθμό.	Μπορούν	 	ακόμα	
να	αλλάζουν	εύκολα	κατεύθυνση	στην	αριθμητική	ακολουθία.	

Ένα	άλλο	μοντέλο	περιγραφής	του	τρόπου	με	τον	οποίο	τα	παιδιά	κατασκευάζουν	
τη	 σειρά	 των	 ονομάτων	 των	 αριθμών	 αναπτύχθηκε	 από	 τον	 Wright,	 το	 οποίο	
αναφέρεται	 στην	 εκμάθηση	 των	 αριθμητικών	 (αριθμολέξεων)	 κατά	 την	 ανοδική	
και	καθοδική	αρίθμηση	 (βλ.	Wright,	1991	-	Wright,	1994	-	Wright	et	al.,	2007	-	
Καφούση	&	Σκουμπουρδή,	2007).		
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Όπως	 δείχνουν	 οι	 εργασίες	 της	 Fuson	 και	 των	 συνεργατών	 της,	 τα	 παιδιά	
κατασκευάζουν	 προοδευτικά	 σχέσεις	 αυξανόμενης	 πολυπλοκότητας	 ανάμεσα	
στην	πληθικότητα,	την	απαρίθμηση	και	τις	απόλυτες	σημασίες	των	ονομάτων	των	
αριθμών.	 Για	 πολλά	 χρόνια	 τα	 παιδιά	 έχουν	 ανάγκη	 να	 παριστάνουν	 τις	
προβληματικές	καταστάσεις	με	τη	βοήθεια	εποπτικών	υποστηριγμάτων	(δάκτυλα,	
παραστατικά	 ανεικονικά	 υποκατάστατα)	 και	 αργότερα	 με	 τη	 βοήθεια	 μόνο	 των	
αριθμητικών	 που	 χρησιμοποιούνται	 ως	 αφηρημένα	 αντικείμενα.	 Η	 προφορική	
αριθμοακολουθία	 αποτελεί	 ένα	 εργαλείο,	 το	 οποίο	 βαθμιαία	 τελειοποιείται,	
συμπληρώνεται	 και	 επεκτείνεται.	 Σε	 ένα	 μεταγενέστερο	 στάδιο	 τα	 ίδια	 τα	
αριθμητικά	 	 γίνονται	αντικείμενα	απαρίθμησης.	 Έτσι	η	αριθμοακολουθία	 γίνεται	
το	πρώτο	διανοητικό	εργαλείο	επίλυσης	προβλημάτων	πρόσθεσης	και	αφαίρεσης.	
Μετασχηματίζεται	 σε	 μια	 αριθμοακολουθία	 “ενοποιημένη”,	 διαταγμένη,	
εσωκλεισμένη	αμφίδρομη	και	απολυτοποιημένη.		

Οι	 Steffe	 και	Cobb	 (1988),	 όπως	 και	η	 Fuson,	μελετούν	 την	 κατασκευή	όλων	
των	 αριθμητικών	 σχέσεων	 στο	 πλαίσιο	 της	 προφορικής	 αριθμοακολουθίας.	
Διακρίνουν	 τη	 σιωπηρά	 και	 τη	 ρητά	 εσωκλεισμένη	 αριθμοακολουθία.	 Στη	
σιωπηρά	 εσωκλεισμένη	 αριθμοακολουθία,	 η	 κύρια	 πρόοδος	 βρίσκεται	 στο	
γεγονός	 ότι	 το	 αριθμητικό	 συμβολίζει	 τις	 λειτουργίες	 με	 τις	 οποίες	 ένα	 αρχικό	
τμήμα	της	αριθμοακολουθίας	λαμβάνεται	ως	μονάδα.	Το	«επτά»,	για	παράδειγμα,	
αναφέρεται	 στην	 αριθμοακολουθία	 από	 το	 «ένα»	 μέχρι	 και	 το	 «επτά»,	 ως	
μοναδιαία	συστατικά	στοιχεία	μιας	διαφορετικής	νέας	μονάδας.	Η	ικανότητα	της	
δημιουργίας	μιας	μονάδας	με	μονάδες	είναι	ένα	κεντρικό	στάδιο	στην	κατασκευή	
των	 ακέραιων	 αριθμών.	 Είναι	 ακόμα	 ένα	 βήμα	 για	 την	 κατασκευή	 μιας	 σχέσης	
εγκλεισμού	 (εσώκλεισης)	 που	 αφορά	 στους	 αριθμούς.	 Ως	 μονάδα	 μονάδων,	 το	
επτά	 μπορεί	 να	 διακρίνεται,	 για	 παράδειγμα,	 μέσα	 στο	 εννέα,	 αλλά	 το	 παιδί	
πρέπει	ακόμα	 να	αποκόπτει	 το	 επτά	από	 το	 εννιά	 και	 να	 τον	 χειρίζεται	ως	 έναν	
αριθμό	 ξεχωριστό	 από	 το	 εννιά	 αφήνοντάς	 τον	 όλον	 μέσα	 στο	 εννιά.	 Με	 άλλα	
λόγια,	το	παιδί	πρέπει	ακόμα	να	θεωρήσει	το	«επτά»	ως	έναν	αριθμό	ξεχωριστό	
από	τους	άλλους	αριθμούς	στους	οποίους	εσωκλείεται,	βλέποντάς	τον	ολόκληρο	
να	εσωκλείεται	ταυτόχρονα	μέσα	σε	όλους	τους	άλλους	αριθμούς	(Steffe,	1991a).	
Η	κατασκευή	μιας	σχέσης	εσώκλεισης	μεταξύ	των	αριθμών	προϋποθέτει	μια	άλλη	
χρήση	 της	 λειτουργίας	 αποκοπής	 και	 μια	 αναδιοργάνωση	 της	 σιωπηρά	
εσωκλεισμένης	 αριθμοακολουθίας.	 Όταν	 το	 παιδί	 συνειδητοποιεί	 αριθμητικές	
σχέσεις	μέρους-όλου	η	αριθμοακολουθία	είναι	ρητά	εσωκλεισμένη.			
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2.3. Απαρίθμηση	και	κατασκευή	της	πληθικότητας	

Η	 κατάκτηση	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 από	 τα	 παιδιά	 είναι	 αποτέλεσμα	
πολλαπλών	 διαδικασιών	 και	 γνωστικών	 διαδρομών.	 Εκτός	 από	 την	 άμεση	
εκτίμηση,	 μια	 άλλη	 θεμελιώδης	 στρατηγική	 προσέγγισης	 του	 αριθμού	 είναι	 η	
απαρίθμηση.	Σύμφωνα	με	τον	Vygotsky	η	αριθμητική	σκέψη	του	νηπίου	διέρχεται	
από	τέσσερα	στάδια:	

«…Το	 πρώτο	 στάδιο	 σχηματίζεται	 από	 το	 φυσικό	 αριθμητικό	 χάρισμα	 του	 παιδιού,	 για	
παράδειγμα	η	δράση	του	με	τις	ποσότητες	προτού	μάθει	πώς	να	μετρά.	Περιλαμβάνουμε	
εδώ	 την	 άμεση	 αντίληψη	 της	 ποσότητας,	 τη	 σύγκριση	 μεγαλύτερων	 και	 μικρότερων	
συλλογών,	 την	 αναγνώριση	 μερικών	 ποσοτικών	 συλλογών,	 τον	 χωρισμό	 σε	 μεμονωμένα	
αντικείμενα	όπου	είναι	αναγκαίο	να	διαιρέσουμε	κ.λπ.	

Το	επόμενο	στάδιο	της	«απλοϊκής	ψυχολογίας»	είναι	ένα	στάδιο	που	παρατηρείται	σε	όλα	
τα	 παιδιά	 και	 συνίσταται	 στην	 περίπτωση	 όπου	 το	 παιδί	 γνωρίζοντας	 τις	 εξωτερικές	
μεθόδους	 απαρίθμησης	 μιμείται	 ενηλίκους	 και	 επαναλαμβάνει	 «ένα,	 δύο,	 τρία,…»	 όταν	
θέλει	 να	 απαριθμήσει,	 αλλά	 δεν	 ξέρει	 για	 ποιο	 σκοπό	 απαριθμεί	 ή	 πώς	 ακριβώς	 να	
απαριθμεί	με	νόημα	αριθμού.	Αυτό	το	στάδιο	αριθμητικής	ανάπτυξης	επιτεύχθηκε	από	το	
κορίτσι	που	περιγράφηκε	από	τον	Stern.	Αυτός	ρώτησε	πόσα	δάκτυλα	είχε	ο	ίδιος	και	αυτή	
απάντησε	ότι	μπορούσε	να	απαριθμήσει	μόνο	τα	δικά	της	δάκτυλα.	Το	τρίτο	στάδιο	είναι	
όταν	 η	 απαρίθμηση	 γίνεται	 με	 τη	 βοήθεια	 των	 δακτύλων,	 και	 το	 τέταρτο	 στάδιο,	 όταν	 η	
απαρίθμηση	πραγματοποιείται	στο	μυαλό	και	 τα	δάκτυλα	εξαφανίζονται.	Απαρίθμηση	με	
το	 μυαλό	 είναι	 μια	 εσωτερική	 διαδικασία	 πλήρους	 ανάπτυξης	 (complete	 ingrowing)».	

(Vygotsky,	1928,	σσ.	427-428	και	Vygotsky,	1988,	σ.	120-122)	

Τα	στάδια	της	αριθμητικής	σκέψης,	τα	οποία	σκιαγράφησε	ο	Vygotsky,	δεν	έχουν	
μεταβληθεί	ριζικά,	μολονότι	από	την	εποχή	του	έχει	διεξαχθεί	πλήθος	ερευνών	οι	
οποίες	 εμβαθύνουν	 σε	 επιμέρους	 πτυχές	 του	 σχηματισμού	 των	 αριθμητικών	
ικανοτήτων	 εμπλουτίζοντας	 τις	 γνώσεις	 μας	 γι’	 αυτές.	 Η	 σταθεροποίηση	 της	
σωστής	 αριθμοακολουθίας	 διευκολύνει	 την	 ανάπτυξη	 της	 απαρίθμησης.	 Για	 να	
βρεθεί	η	πληθικότητα	μιας	συλλογής	 και	 να	 γίνει	 γνωστό	από	πόσα	αντικείμενα	
αυτή	 αποτελείται	 προβαίνουμε	 στη	 δραστηριότητα	 της	 απαρίθμησης.	 Από	
μαθηματική	άποψη	κατά	μία	έννοια	η	απαρίθμηση	είναι	μια	μορφή	αντιστοίχισης	
ένα	προς	ένα9	ή	μια	μέτρηση:	

                                                             
9Η	αντιστοίχιση	ένα	προς	ένα	δίνει	απάντηση	στο	ερώτημα	της	ισοπληθικότητας	(τόσα-όσα),	όχι	όμως	και	
της	πληθικότητας	(πόσα).	Μπορεί	ένα	παιδί	να	είναι	σίγουρο	ότι	ένα	κατάστημα	προσφέρει	το	ίδιο	πλήθος	
αριστερών	 και	 δεξιών	 παπουτσιών	 χωρίς	 να	 γνωρίζει	 πιο	 είναι	 αυτό	 το	 πλήθος,	 επειδή	 η	 απαρίθμηση	
απαιτεί	πολύ	χρόνο	ή	επειδή	 το	παιδί	δεν	μπορεί	 να	απαριθμεί.	Η	διαπίστωση	 της	 ισοπληθικότητας	δεν	
εφοδιάζει	το	παιδί	με	τη	γνώση	της	πληθικότητας	της	συλλογής.	Αυτό	επιτυγχάνεται	με	την	απαρίθμηση.	
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Απαρίθμηση	(ή	αρίθμηση)	είναι	η	αντιστοίχιση	ανάμεσα	στα	αντικείμενα	μιας	
συλλογής	 (εμπράγματης–αντιληπτικής–,	 εποπτικής	 –εικονιστικής	 ή	 ανεικονικής–	
και	 αφηρημένης)	 και	 σε	 ορισμένα	 σύμβολα	 προφορικά	 ή	 γραπτά10.	 Στην	
προφορική	 αρίθμηση	 χρησιμοποιούμε	 τα	 σύμβολα	 της	 προφορικής	
αριθμοακολουθίας	«ένα»,	«δύο»,	«τρία»	κ.	ο.	κ.	και	στον	γραπτό	λόγο	τα	γραπτά	
ψηφία	1,	2,	3…	

Απαρίθμηση	 είναι	 η	 μέτρηση	 του	 όλου	 της	 συλλογής	 με	 ένα	 από	 τα	
αντικείμενα	 που	 την	 αποτελούν.	 Το	 ένα	 από	 τα	 αντικείμενα	 με	 τα	 οποία	
συγκρίνουμε	 το	 πλήθος	 ονομάζεται	 μονάδα.	 Το	 αποτέλεσμα	 της	 σύγκρισης,	 το	
οποίο	μας	πληροφορεί	πόσα	είναι	τα	αντικείμενα	της	συλλογής,	λέγεται	αριθμός	
(πληθάριθμος).		

Ο	 σχηματισμός	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 στο	 παιδί	 μέσω	 της	 απαρίθμησης	
συνιστά	 μια	 μακρόχρονη	 διαδικασία	 προοδευτικής	 μετάβασης	 από	 το	
συγκεκριμένο	 στο	 αφηρημένο.	 Η	 ευχέρεια	 της	 απαρίθμησης	 των	 παιδιών	
τροφοδοτεί	 αυτή	 την	 εξέλιξη	 και	 αποκαλύπτει	 τις	 αριθμητικές	 τους	 ικανότητες.	
Σταδιακά	 τα	 μικρά	 παιδιά	 αντιλαμβάνονται	 για	 ποιο	 λόγο	 απαριθμούν.	 Σε	
ορισμένες	 περιπτώσεις	 η	 απαρίθμηση	 εμφανίζεται	 ως	 μια	 νοερή	
αριθμοακολουθία,	 σε	 άλλες	 ως	 δραστηριότητα	 αισθησιοκινητική	 και	 εποπτική.	
Σύμφωνα	 με	 τους	 Steffe,	 von	 Glasersfeld,	 Richards	 &	 Cobb	 (1983)	 απαρίθμηση	
είναι	 η	 εκφώνηση	 μιας	 αριθμοακολουθίας,	 έτσι	 ώστε	 κάθε	 αριθμητικό	 να	
συνδέεται	 με	 μια	 αριθμήσιμη	 μονάδα.	 Η	 απαρίθμηση	 περιλαμβάνει	 τρεις	
επιμέρους	ικανότητες	(Steffe	et	al.,	1983):	

	

	

	

	

	
	

	

Ο	Steffe	και	οι	συνεργάτες	του	εστίασαν	την	προσοχή	τους	στο	είδος	των	μονάδων	
τις	 οποίες	 κατασκευάζουν	 τα	 παιδιά	 κατά	 τη	 δραστηριότητα	 της	 απαρίθμησης	
                                                             
10Σε	μαθηματική	 γλώσσα	η	απαρίθμηση	 είναι	 μια	αντιστοίχιση	 ένα	προς	 ένα	 και	 επί	 των	στοιχείων	 ενός	
πεπερασμένου	 συνόλου	 Α	 με	 ένα	 αρχικό	 τμήμα	 των	 φυσικών	 αριθμών,	 που	 έχει	 ως	 αποτέλεσμα	 τον	
προσδιορισμό	του	πληθάριθμου	(βλ.	Λεμονίδης,	1994	και	Λεμονίδης,	2000).		

• Την	 απαγγελία	 της	 αριθμοακολουθίας	 στη	 σωστή,	 συμβατική	
σειρά.	

• Tην	 κατασκευή	 ενός	 πλήθους	 μονάδων	 που	 θεωρούνται	
αριθμήσιμες.	

• Tον	 συντονισμό	 των	παραπάνω	δραστηριοτήτων,	 έτσι	ώστε	 κάθε	
αριθμητικό	να	αντιστοιχίζεται	σε	μια	αριθμήσιμη	μονάδα.	
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(Steffe	 et	 al.,	 1982	-	 Steffe,	 1988	-	 Steffe	&	Cobb,	 1988	-	 Steffe,	 1991	-	 Steffe,	
1992).	 Ερεύνησαν	 τις	 στρατηγικές	 των	 παιδιών	 κατά	 την	 επίλυση	 ποικίλων	
προβλημάτων	 και	 κατέληξαν	 στο	 συμπέρασμα	 ότι	 τα	 παιδιά	 κατασκευάζουν	
αριθμήσιμες	μονάδες,	που	η	ποιότητά	τους	εξαρτάται	από	τον	βαθμό	στον	οποίο	
έχουν	 αναπτύξει	 τα	 αριθμητικά	 τους	 νοήματα.	 Στη	 θεώρησή	 τους	 η	 εξέλιξη	 των	
αριθμητικών	 ικανοτήτων	 των	 παιδιών	 στηρίζεται	 στο	 είδος	 των	 μονάδων	
αρίθμησης.	Προς	 το	 τέλος	 της	 ενότητας	αυτής	θα	εμβαθύνουμε	στις	θεωρητικές	
επεξεργασίες	των	εν	λόγω	ερευνητών.		

Αρχικά	 τα	 παιδιά	 είναι	 ικανά	 να	 απαριθμούν	 μόνο	 απτά	 ή	 χειροπιαστά	
αντικείμενα	αντικείμενα	(μπίλιες,	πιόνια,	χάντρες	στο	αριθμητήριο),	στη	συνέχεια	
χρησιμοποιούν	 την	 όραση	 σε	 στατικές	 εικονιστικές	 παραστάσεις	 (εικόνες)	 ή	
ανεικονικές	 εποπτικές	 παραστάσεις	 (κουκκίδες	 ζαριών,	 γεωμετρικούς	
σχηματισμούς,	 γραμμούλες,	 κυκλίσκους	 στη	 διαρθρωμένη	 δεκάδα	 κ.λπ.),	
αργότερα	 κινήσεις	 ή	 άλλες	 πολυαισθητήριες	 δραστηριότητες	 (π.	 χ.	 βήματα,	
άλματα,	 παλαμάκια,	 αστραπές,	 κτυπήματα	 στο	 ταμπούρλο),	 (Steffe	 et	 al.,	 1983)	
και	 στο	 τέλος	 παραστατικά	 υποκατάστατα,	 γεγονότα	 και	 αφηρημένες	 οντότητες	
που	δεν	μπορούν	να	προσεγγίσουν	άμεσα	με	τις	αισθήσεις	(π.χ.	πόσες	μέρες	την	
εβδομάδα	πηγαίνεις	στο	 κολυμβητήριο,	πόσοι	αριθμοί	 είναι	από	 το	3	ώς	 το	8;).	
Στα	 παιδιά	 της	 προσχολικής	 ηλικίας	 η	 απαρίθμηση	 είναι	 η	 πιο	 συχνή	
δραστηριότητα.	Η	παρατήρηση	παιδιών	που	απαριθμούν	αποκαλύπτει	διάφορους	
τρόπους	απαρίθμησης	 και	 μεταβλητότητα	στις	 επιδόσεις	 τους.	Οι	 διαφορές	στις	
ποικίλες	δραστηριότητες	απαρίθμησης	είναι	τόσο	ενδοατομικές	όσο	διατομικές.	Η	
ηλικία	 στην	 οποία	 το	 κάθε	 παιδί	 οικειοποιείται	 την	 ικανότητα	 απαρίθμησης	
ποικίλλει	 και	 παρατηρούνται	 προβλήματα	 αστάθειας	 και	 απρόβλεπτες	
ταλαντεύσεις	ανάμεσα	στην	επιτυχία	και	την	αποτυχία.	

Η	απαρίθμηση	ως	αντιληπτική	δραστηριότητα	αποτελεί	μια	ενότητα	από	τρεις	
επιμέρους	αντιστοιχίσεις	που	συντονίζονται	μεταξύ	τους:	

• μια	 χρονική	 αντιστοίχιση	 ανάμεσα	 στην	 εκφώνηση	 του	 αριθμητικού	 και	
στην	ενέργεια	της	κατάδειξης,	

• μια	 χωρική	 αντιστοίχιση	 ανάμεσα	 στην	 ενέργεια	 της	 κατάδειξης	 και	 στο	
εκάστοτε	απαριθμούμενο	αντικείμενο	και		

• μια	 αντιστοίχιση	 ανάμεσα	 στη	φωνητική	 παραγωγή	 του	 αριθμητικού	 και	
στο	 απαριθμούμενο	 αντικείμενο,	 που	 είναι	 απόρροια	 των	 δύο	
προηγούμενων.	
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Η	 δραστηριότητα	 αντιληπτικής	 απαρίθμησης	 χρησιμεύει	 στη	 δημιουργία	 μιας	
πρώτης	εμπειρικής	πληθικότητας	και	είναι	μια	πολυσύνθετη	νοητική	λειτουργία.	
Δεν	καθιστά	φανερές	μόνο	ποσοτικές	έννοιες,	αλλά	και	ποιοτικές	(ταξινόμηση	των	
ομοειδών	 αντικειμένων	 σε	 είδη	 ή	 έννοιες).	 Η	 απαρίθμηση	 συλλογών	 από	
αντικείμενα	 αποτελεί	 μια	 πρώιμη	 γνωστική	 κατάκτηση	 του	 παιδιού,	 η	 οποία	
απαιτεί	 τον	 συντονισμό	 των	 οπτικών,	 χειρωνακτικών	 και	 φωνητικών	
δραστηριοτήτων.		

Τις	 περισσότερες	 φορές	 τα	 παιδιά	 της	 προσχολικής	 ηλικίας	 συνοδεύουν	 τη	
δραστηριότητα	 της	 απαρίθμησης	 με	 την	 κατάδειξη	 των	 αντικειμένων	 που	
απαριθμούν.	 Κατάδειξη	 ενός	 αντικειμένου	 είναι	 η	 «απόδειξη»	 ότι	 αυτό	 έχει	
απαριθμηθεί.	Αρχικά	τα	παιδιά	δεν	αρκούνται	μόνο	στο	δείξιμο,	αλλά	αγγίζουν	με	
το	δάχτυλο	ή	πιάνουν	και	μετακινούν	με	το	χέρι	τα	απαριθμούμενα	αντικείμενα.	
Λίγο	αργότερα	δείχνουν	τα	αντικείμενα	και	στο	τέλος	η	αντιστοίχιση	γίνεται	νοερά	
ανάμεσα	στο	βλέμμα	και	στο	εκάστοτε	απαριθμούμενο	αντικείμενο.	

Τόσο	ορισμένες	στατιστικές	μελέτες	που	πραγματοποιήθηκαν	στις	αρχές	20ού	
αιώνα	(Descoeudres,	1921	-	Beckmann,	1923)	όσο	και	πολυάριθμες	μονογραφίες	
υπογραμμίζουν	 ότι	 τα	 παιδιά	 απαριθμούν,	 αυθόρμητα,	 τουλάχιστον	 κατά	 τη	
διάρκεια	μιας	ορισμένης	περιόδου.	Αναφέρουμε	ενδεικτικά:	

• Οι	Scupin	E.	και	Scupin	G.	(1910),	υπογραμμίζουν	ότι	ο	γιος	τους	στην	ηλικία	των	4	ετών	
και	 8	 μηνών	 «έκανε	 ακούραστα	 (και	 ελεύθερα)	 απαριθμήσεις	 χρημάτων,	 φασολιών,	
σφαιριδίων	και	κουμπιών»	(σ.	142)	

• Ο	Court	(1920),	έγραψε	ότι	στον	γιο	του	όταν	ήταν	3	χρονών	«του	άρεσε	πολύ	να	μετράει	
και	να	απαγγέλλει	αριθμούς»	(	σ.	74)	και	ιδιαίτερα	ανάμεσα	στα	τέσσερα	και	τεσσεράμισι	
έτη	«του	άρεσε	πάρα	πολύ	να	μετράει»	(	σ.	78)	και	με	διασκεδαστικό	τρόπο,	αψηφούσε	
την	επιρροή	των	γονιών	του	οι	οποίοι	ήθελαν	να	τον	ενθαρρύνουν	να	μετρά!	

• Ο	Churchill	(1961),	ο	οποίος	σημειώνει	ότι	στα	4	χρόνια	«ήταν	στις	συνήθειες	της	Ζακελίν	
να	μετράει	ο,τιδήποτε	έβρισκε:	τους	σκύλους,	τα	δέντρα,	τα	σπίτια	κ.λπ.»	(	σ.	7)	

• Η	Fuson	(1988),	η	οποία	υπογραμμίζει	ότι	η	Ανδριάνα	στα	3	έτη	και	2	μήνες	επέδειξε	τις	
παρακάτω	 ικανότητες	 απαρίθμησης:	 «οκτώ	 εννιά	 δέκα	 ένδεκα-δέκα	 (eleventeen)	
δώδεκα-δέκα	 (twelveteen)	 δεκατρία»	 και	 «είκοσι	 ένα,	 είκοσι	 δύο,	 είκοσι	 τρία,	 είκοσι	
τέσσερα,	είκοσι	πέντε».	Επίσης	η	μητέρα	της	αναφέρει:	«μετρούσε	τα	πάντα»,	«της	άρεσε	
πολύ	να	μετράει»	(σ.	19)	

Τέτοιες	παρατηρήσεις,	παρότι	φανερώνουν	μια	εικόνα	των	πρώιμων	 ικανοτήτων	
απαρίθμησης,	 δεν	 έχουν	 αντικειμενική	 ισχύ.	 Είναι	 μάλλον	 βέβαιο	 ότι	 εάν	 η	
απαρίθμηση	δεν	είχε	προσελκύσει	το	ενδιαφέρον	ενός	παιδιού,	η	περιγραφή	των	
αριθμητικών	 του	 επιδόσεων	 πιθανόν	 να	 μην	 αποτελούσε	 αντικείμενο	
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μονογραφιών.	 Γι’	 αυτό	 η	 συστηματική	 μελέτη	 της	 απαρίθμησης	 αποτέλεσε	 για	
πολλούς	ερευνητές	θέμα	άμεσης	προτεραιότητας.	

Η	 προσέγγιση	 του	 Piaget	 για	 πολλά	 χρόνια	 αποτελούσε	 το	 μοναδικό	
θεωρητικό	πλαίσιο	των	ερευνών	που	αφορούσαν	την	απόκτηση	των	αριθμητικών	
γνώσεων.	 Η	 δοκιμασία	 της	 διατήρησης	 των	 συνόλων	 μελετήθηκε	 με	 πολλές	
μεταβλητές,	 όπως	 το	 πλήθος	 των	 αντικειμένων,	 οι	 λεκτικές	 διατυπώσεις	 και	 το	
πλαίσιο	 της	 δοκιμασίας	 (Fayol,	 1990).	 Στη	 θεωρία	 του	 Piaget	 η	 απαρίθμηση	
θεωρήθηκε	ως	μια	μηχανική	διαδικασία,	η	οποία	δεν	είχε	σχέση	με	την	έννοια	της	
ποσότητας.	

Στα	1962	πραγματοποιήθηκε	μια	πρώτη	στροφή	στους	κόλπους	 της	θεωρίας	
του	 Piaget.	 Ο	 Gréco,	 συνεργάτης	 του	 Piaget,	 συνηγορούσε	 υπέρ	 μιας	
επαναξιολόγησης	 της	 αντιστοιχίας	 ένα	 προς	 ένα	 στη	 γένεση	 του	 αριθμού.	 Στο	
άρθρο	του	«quotité	et	quantité:	πληθικότητα	και	ποσότητα»	επέκρινε	τον	Piaget	
ότι	 απέδιδε	 στην	 αντιστοιχία	 ένα	 προς	 ένα	 ρόλο	 βοηθητικό	 και	 μη	 ουσιαστικό	
στην	κατασκευή	των	αριθμητικών	σχέσεων	(Gréco,	1962).	Οι	εργασίες	του	Gréco	
αντανακλούν	ολοφάνερα	μια	διαφορά	ανάμεσα	στις	αριθμητικές	 εκτιμήσεις	 των	
παιδιών	που	αναφέρονται	στην	πληθικότητα	(quotité:	«πόσα;»)	και	σε	αυτές	που	
αναφέρονται	στην	ποσότητα	 (quantité:	 «πού	υπάρχουν	περισσότερα;»).	O	Gréco	
διαπίστωσε	 ότι	 οι	 απαντήσεις	 των	 παιδιών	 στην	 πληθικότητα	 είναι	 κατά	 βάση	
ευκολότερες	 και	 προηγούνται	 από	 τις	 αντίστοιχες	 απαντήσεις	 οι	 οποίες	
αναφέρονται	στην	ποσότητα.	Διαπίστωσε	επίσης	ότι	η	επιτυχία	 των	παιδιών	στο	
ερώτημα	 «πόσα;»	 δεν	 προαπαιτεί	 την	 επιτυχία	 των	 παιδιών	 στις	 δοκιμασίες	
διατήρησης.	 O	 Gréco	 θεώρησε	 ότι	 οι	 απαντήσεις	 των	 παιδιών	 δεν	 συνιστούσαν	
μόνον	μια	απλή	προφορική	τελετουργία,	αλλά	ότι	έχουν	υπόσταση	«ημιαριθμών».	
Μελέτησε	 τότε	 την	 αριθμοακολουθία	 και	 παρατήρησε:	 «αρχικά	 αποτελεί	 μια	
τυφλή	 πρακτική	 και	 δώρο	 που	 μεταβιβάζει	 η	 κοινωνία».	 Πολύ	 σύντομα	 η	
απαρίθμηση	γίνεται	συστατικό	μιας	διαδικασίας	που	επιτρέπει	τοπικές	επιτυχίες,	
όχι	πάντα	επιχειρηματολογημένες.	Το	παιδί	βρίσκεται	σε	ένα	διαρκές	πολιτισμικό	
μπάνιο,	πλημμυρισμένο	από	πρόωρες	εμπειρίες	απαρίθμησης.	Αυτές	είναι	συχνά	
εθιμοτυπικές,	 όμως	 μπορούν	 να	 αποδειχτούν	ως	 ένα	 εργαλείο	 που	φέρνει	 στην	
επιφάνεια	τις	ικανότητες	των	παιδιών.	Η	μεταγενέστερη	πρόσβαση	στη	διατήρηση	
πεπερασμένων	ποσοτήτων	αποτελεί	ένα	εμπόδιο	για	την	τελική	επεξεργασία	του	
αριθμού.	

Η	 σημασία	 που	 απέδωσε	 ο	 Gréco	 στην	 απαρίθμηση	 συνεχίστηκε	 από	 την	
Meljac	.	Η	εν	λόγω	ψυχολόγος	στη	Γαλλία	έδειξε	στα	παιδιά	κάρτες	με	κυκλικούς	
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δίσκους	σε	διάσπαρτη,	κανονική	και	γραμμική	διάταξη.	Προέκυψαν	οι	ακόλουθες	
δυνατότητες	απαρίθμησης	των	παιδιών	(Meljac	,	1979).	

Δυνατότητες	απαρίθμησης	ανάλογα	με	την	ηλικία		(C.	Meljac		1979,	σ.	62)	

ΕΤΗ	 ΑΠΟΛΥΤΟΣ	3	 ΑΠΟΛΥΤΟΣ	4	 ΑΠΟΛΥΤΟΣ	6	 ΑΠΟΛΥΤΟΣ	9	

4	 70%	 60%	 10%	 	

5	 100%	 80%	 50%	 40%	

6	 100%	 100%	 90%	 90%	

7	 100%	 100%	 100%	 100%	

Το	 πλέον	 σημαντικό	 εύρημα	 της	 ερευνήτριας	 ήταν	 η	 καθολική	 συμμετοχή	 των	
παιδιών	σε	αυθόρμητες	απαριθμήσεις.	Επιπλέον	διαπίστωσε	ότι	οι	επιδόσεις	των	
παιδιών	 στην	 προφορική	 απαγγελία	 είναι	 υψηλότερες	 από	 την	 απαρίθμηση	
συλλογών.	 Παρατήρησε	 επίσης	 ότι	 στις	 διάσπαρτες	 συλλογές	 τα	 παιδιά	 δεν	
ξέρουν	 από	 πού	 να	 αρχίζουν	 και	 πού	 να	 σταματήσουν	 και	 εκφωνούν	 την	
αριθμοακολουθία	 χωρίς	 να	 νοιάζονται	 για	 τις	 αντιστοιχίσεις	 με	 τους	 κυκλικούς	
δίσκους.		

Οι	 έρευνες	 της	 Gelman	 στις	 ΗΠΑ	 συνέβαλαν	 σε	 έναν	 διαφορετικό	
προσανατολισμό	 του	 ενδιαφέροντος	 των	 ερευνητών	 από	 αυτόν	 που	 είχε	
αναπτυχθεί	στη	Δυτική	Ευρώπη.	Η	Gelman,	όπως	και	ο	Piaget,	υποστηρίζει	ότι	τα	
παιδιά	εμπλέκονται	δραστήρια	στην	κατασκευή	των	γνώσεών	τους11.	Σύμφωνα	με	
τη	 νέα	 αντίληψη	 που	 διαμορφώθηκε,	 για	 την	 κατανόηση	 της	 προόδου	 των	
παιδιών	 δεν	 πρέπει	 να	 μελετούμε	 μόνο	 αυτά	 που	 δεν	 μπορούν	 να	 κάνουν	 τα	
παιδιά	 αλλά,	 και	 αυτά	 που	 μπορούν	 να	 κάνουν	 (Gelman	 &	 Gallistel,	 1978	 -	
Gelman	&	Meck,	 1983).	 Στην	 αμερικανική	 κουλτούρα	 η	 απαρίθμηση	 διδάσκεται	

                                                             
11	Η	Gelman		προσεγγίζει	τη	γνωστική	ανάπτυξη	από	τη	σκοπιά	του	λογικού	κονστρουκτιβισμού.	Συνοπτικά	
θεωρεί	 ότι	 τα	 πολύ	 μικρά	 παιδιά	 διαθέτουν	 ορισμένες	 θεμελιώδεις	 έμφυτες	 και	 παγκόσμιες	 δομές,	 οι	
οποίες	 τα	 βοηθούν	 να	 εξερευνούν	 το	 περιβάλλον	 τους,	 να	 το	 αφομοιώνουν	 και	 να	 προσαρμόζονται	 σε	
αυτό.	Επιπλέον	τα	μικρά	παιδιά	μπορούν	να	αποκτούν	πρόωρες	ικανότητες,	οι	οποίες	είναι	λειτουργικές	σε	
όλους	 τους	 τομείς	 και	 εξαρτώνται	 από	 τις	 εμπειρίες	 τους,	 την	 ηλικία	 και	 το	 κοινωνικό	 πλαίσιο.	 Για	 να	
εξηγήσει	 τη	 μάθηση	 και	 την	 ανάπτυξη	 δίνει	 έμφαση	 σε	 	 αφηρημένες	 σχέσεις	 και	 αρχές	 των	 νοητικών	
παραστάσεων	και	των	γνώσεων	που	οικειοποιούνται	τα	παιδιά.	Ωστόσο,	αυτές	οι	γνώσεις	και	οι	αρχές	δεν	
είναι	 τέλεια	 αρθρωμένες.	 Όμως	 οι	 εν	 λόγω	 αρχές	 βοηθούν	 τα	 παιδιά	 στην	 αναζήτηση	 των	 κατάλληλων	
ιχνών	πάνω	στα	οποία	συγκεντρώνουν	την	προσοχή	τους	για	να	εισαχθούν	στον	σωστό	δρόμο	ανάπτυξης.	
Αυτά	 τα	 ίχνη	 δομών	 συγκεντρώνουν	 τα	 κατάλληλα	 στοιχεία	 σε	 μια	 δοσμένη	 κατάσταση	 πριν	 από	 την	
κατανόηση	της	σχέσης	τους	(βλ.	Gelman	&	Meck,	1983	-	Gelman	&	Meck,	1991	-	Gelman	&	Gallistel,	1978). 
Κατά	 τα	 τελευταία	 χρόνια	 αμφισβητείται	 έντονα	 ο	 έμφυτος	 χαρακτήρας	 αυτών	 των	 αρχών	 (Corre	 et	 al.,	
2006	-	Corre	&	Carey,	2007	-		Sarnecka	&	Carey,	2008).	
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πολύ	 νωρίς	 και	 από	 την	 ηλικία	 των	 τριών	 ετών	 τα	 παιδιά	 επιδεικνύουν	
αξιοθαύμαστες	 ικανότητες	απαρίθμησης.	Η	Gelman	και	οι	συνεργάτες	της,	αφού	
διαπίστωσαν	 τις	 πρώιμες	 επιτυχίες	 των	 παιδιών,	 εμβάθυναν	 στο	 θέμα	 της	
απαρίθμησης	ορατών	συλλογών	αντικειμένων	εισάγοντας	μια	νέα	αντίληψη.	

Σύμφωνα	με	τις	εργασίες	των	Gelman	και	Gallistel	(1978)	η	απαρίθμηση	είναι	
το	 βασικό	 σημείο	 εκκίνησης	 για	 την	 εξερεύνηση	 της	 μαθηματικής	 γνώσης	 των	
παιδιών.	 Είναι	 μια	 σύνθετη	 δραστηριότητα	 και	 δεν	 μπορεί	 να	 θεωρηθεί	 ως	
αποτέλεσμα	 απλής	 εξάσκησης.	 Ορισμένες	 καθολικές	 αρχές	 διακρίνουν	 την	
απαρίθμηση	από	άλλες	δραστηριότητες.	Όταν	 τα	παιδιά	απαριθμούν,	πρέπει	 να	
σέβονται	 ένα	σύνολο	αρχών	 και	αν	δεν	 το	 κάνουν	 τότε	η	απαρίθμηση	δεν	 είναι	
κανονική.	Αυτές	 οι	 αρχές	 είναι	απλές	 και	 εξαιρετικά	οικείες	 σε	 όλους	μας,	 αλλά	
χρειάζεται	 ιδιαίτερη	 προσοχή	 για	 να	 αναγνωριστούν.	 Οι	 Gelman	 και	 Gallistel,	
αφού	 πραγματοποίησαν	 σειρά	 ερευνών	 πάνω	 στις	 ικανότητες	 των	 μικρών	
παιδιών,	 διατύπωσαν	 την	 υπόθεση	 ότι	 όλα	 τα	 παιδιά	 γεννιούνται	 με	 μια	
υπονοούμενη	 ικανότητα	 για	 απαρίθμηση	 και	 διαθέτουν	 ένα	 συνεκτικό	 σύνολο	
από	 πέντε	 θεμελιώδεις	 αρχές,	 οι	 οποίες	 αποτελούν	 τις	 ψυχολογικές	 ρίζες	 της	
αριθμητικής	τους	σκέψης.	Οι	αρχές	αυτές,	οι	οποίες	είναι	αναγκαίες	για	τη	σωστή	
απαρίθμηση,	είναι	οι	ακόλουθες	(Gelman	&	Gallistel,	1978)	:	
	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

Η	αρχή	της	αντιστοιχίας	ένα	προς	ένα.	Κατά	την	απαρίθμηση	πρέπει	να	απαριθμούμε	όλα	τα	
αντικείμενα	μία	μόνο	φορά	το	καθένα	από	αυτά.	Αν	απαριθμήσουμε	ένα	αντικείμενο	δύο	
φορές,	 παραλείψουμε	 ένα	 αντικείμενο	 ή	 μετρήσουμε	 στα	 διαστήματα	 που	 υπάρχουν	
μεταξύ	των	αντικειμένων	της	συλλογής,	θα	καταλήξουμε	σε	λανθασμένη	πληθικότητα.	

Η	αρχή	της	σταθερής	ακολουθίας.	Κάθε	φορά	που	απαριθμούμε	πρέπει	να	χρησιμοποιούμε	
την	 αριθμοακολουθία	 με	 την	 ίδια	 πάντα	 σειρά	 (	 «ένα,	 δύο,	 τρία,	 τέσσερα	 ...»).	 Εάν	
αλλάζουμε	 τη	 σειρά	 των	 αριθμητικών	 τότε	 κατά	 την	 απαρίθμηση	 του	 ίδιου	 συνόλου	
αντικειμένων	σε	διαφορετικές	χρονικές	στιγμές	θα	βρίσκουμε	διαφορετικά	πλήθη.		

Η	αρχή	της	πληθικότητας	(cardinality	principle).	H	αρχή	αυτή,	όπως	την	εννοούν	οι	Gelman	
και	 Gallistel,	 λέει	 ότι	 ο	 τελευταίος	 αριθμός	 που	 εκφωνούμε	 κατά	 την	 απαρίθμηση	 μιας	
συλλογής	αντικειμένων	έχει	μια	ειδική	σημασία.	Διαφέρει	από	τα	προηγούμενα	αριθμητικά	
και	 παριστάνει	 μια	 ιδιότητα	 του	 συνόλου	 ως	 όλου.	 Η	 ιδιότητα	 αυτή	 αντιστοιχεί	 στη	
συνολική	 ποσότητα	 των	 αντικειμένων	 της	 συλλογής	 και	 έχει	 το	 τυπικό	 όνομα	 απόλυτος	
αριθμός	του	συνόλου.	

Η	αρχή	 της	 αφαίρεσης.	 Η	 εν	 λόγω	 αρχή	 μας	 επιτρέπει	 να	 ομαδοποιούμε	 σε	 μια	 συλλογή	
στοιχεία	διαφορετικής	φύσης	με	σκοπό	να	τα	απαριθμήσουμε.	

Η	 αρχή	 της	 ανεξαρτησίας	 της	 σειράς.	 Σύμφωνα	 με	 αυτήν	 την	 αρχή	 η	 σειρά	 με	 την	 οποία	
απαριθμούνται	τα	στοιχεία	μιας	συλλογής	δεν	επηρεάζει	το	αποτέλεσμα	της	απαρίθμησης.	
Ειδικότερα	κάθε	απαρίθμηση	είναι	ανεξάρτητη	από	το	στοιχείο	που	απαριθμείται	πρώτο.	
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Ενώ	η	αρχή	 της	αφαίρεσης	θα	μπορούσε	να	θεωρηθεί	ως	μια	ειδική	περίπτωση	
του	 «εγκλεισμού	 τάξεων»	 και	 η	 αρχή	 της	 ανεξαρτησίας	 της	 σειράς	 ως	 ειδική	
περίπτωση	«διατήρησης»,	οι	τρεις	πρώτες	αρχές	διέπουν	τον	τρόπο	απαρίθμησης.	
Όταν	ένα	παιδί	δεν	σέβεται	αυτές	τις	αρχές,	δεν	απαριθμεί	κατά	τον	ενδεδειγμένο	
τρόπο	 ενώ	 όταν	 ένα	 παιδί	 τις	 σέβεται,	 απαριθμεί	 σωστά.	 Είναι	 σημαντικό	 να	
παρατηρήσουμε	 ότι	 η	 γνώση	 της	 καθεμιάς	 από	 τις	 τέσσερις	 πρώτες	 αρχές	 είναι	
ανεξάρτητη	 από	 τη	 γνώση	 των	 άλλων	 αρχών	 και	 ανεξάρτητη	 από	 τη	 γνώση	 της	
σωστής	 αριθμοακολουθίας.	 Έτσι,	 σύμφωνα	 με	 την	 Gelman,	 όταν	 ένα	 παιδί	
απαριθμεί	μια	συλλογή	με	πέντε	στοιχεία	εκφωνώντας	«ένα,	δύο,	τρία,	πέντε,	έξι»	
σέβεται	 την	 αντιστοιχία	 ένα	 προς	 ένα	 παραβιάζει	 όμως	 την	 αρχή	 της	 σταθερής	
ακολουθίας.	 Επιπλέον,	 αν	 ένα	παιδί	 απαριθμεί	 μια	 συλλογή	πέντε	 αντικειμένων	
εκφωνώντας	«ένα,	δύο,	τέσσερα,	έξι,	έξι»,	δεν	σέβεται	τις	αρχές	της	αντιστοιχίας	
ένα	 προς	 ένα	 και	 της	 σταθερής	 ακολουθίας,	 αλλά	 επειδή	 κατονομάζει	 τον	
τελευταίο	αριθμό	ως	απάντηση,	σέβεται	την	αρχή	της	πληθικότητας.	

	

	

	

	

	

	

Σύμφωνα	 με	 την	 Gelman,	 όταν	 ένα	 παιδί	 κατά	 τη	 διάρκεια	 της	 απαρίθμησης	
απομονώνει	 τον	 τελευταίο	 αριθμό	 που	 εκφώνησε	 και	 τον	 δίνει	 ως	 απάντηση,	
φανερώνει	την	κατανόηση	της	αρχής	της	πληθικότητας.	Η	Fuson	(1988),	αντίθετα,	
υποστηρίζει	ότι	σε	ορισμένες	περιπτώσεις	το	παιδί	εφαρμόζει	μόνο	έναν	«κανόνα	
της	τελευταίας	εκφερόμενες	λέξης».	Η	Fuson	εξέτασε	παιδιά	(από	ηλικίας	3	ετών	
και	2	μηνών	μέχρι	4	ετών	και	9	μηνών)	τα	οποία	απαρίθμησαν	n	στρατιωτάκια	και	
προμήθευσαν	 το	 n	 ως	 απάντηση.	 Στη	 συνέχεια	 τούς	 έθεσε	 τρεις	 φορές	 την	
ακόλουθη	ερώτηση:	«υπάρχουν	εδώ	n	στρατιωτάκια;»,	 ενώ	κυκλώνει	αντίστοιχα	
με	 το	 δάκτυλο	 όλα	 τα	 στρατιωτάκια	 εκτός	 από	 το	 τελευταίο,	 και	 στο	 τέλος	 το	
τελευταίο	στρατιωτάκι.	Από	τα	20	παιδιά	μόνο	5	πέτυχαν	σε	αυτή	τη	δοκιμασία.	
Από	 τα	 υπόλοιπα	 11	 παιδιά	 διάλεξαν	ως	 απάντηση	 μάλλον	 το	 στρατιωτάκι	 που	
απαριθμήθηκε	 τελευταίο	 και	 αναφερόταν	 στο	 αριθμητικό	 n,	 παρά	 τα	 υπόλοιπα	

Σύμφωνα	 με	 έναν	 λειτουργικό	 ορισμό	 η	 κατανόηση	 των	 αριθμών	 από	 τα	 παιδιά	
αξιολογείται	με	βάση	 το	 κριτήριο	 της	πληθικότητας.	Όταν	 ζητείται	από	 τα	παιδιά	
«να	 δώσουν	 n	 αντικείμενα»	 η	 αρχή	 της	 πληθικότητας	 δηλώνει	 ότι	 εφόσον	
πληρούνται	οι	αρχές	της	αρίθμησης	η	τελευταία	εκφερόμενη	αριθμολέξη	εκφράζει	
τον	 αριθμό	 των	 στοιχείων	 της	 συλλογής	 (Gelman	 &	 Gallistel,	 1978	 -	 Sarnecka	 &	
Wright,	2013).	
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n-1	αντικείμενα	(Fuson,	1988).	Η	Fuson	παρατηρεί	ότι,	όταν	τα	παιδιά	απαντούν	
με	 την	 τελευταία	 λέξη,	 δεν	 κατανοούν	 ότι	 αυτό	 το	 αριθμητικό	 αναφέρεται	 στη	
συλλογή	 ως	 ολότητα.	 Είναι	 πιθανό	 να	 έχουν	 ανακαλύψει	 ότι	 η	 επανάληψη	 της	
εκφώνησης	της	τελευταίας	λέξης	ικανοποιεί	την	απάντηση	στην	ερώτηση	«πόσα;»,	
η	 οποία	 αναμένεται.	 Μια	 τέτοια	 απάντηση	 του	 παιδιού	 δεν	 παραπέμπει	 στη	
συλλογή	 των	 αντικειμένων	 ως	 όλον	 και	 την	 κατανόηση	 της	 πληθικότητας	 του	
συνόλου.	 Η	 Fuson	 συμπεραίνει	 ότι	 ο	 κανόνας	 του	 τελευταίου	 αριθμητικού	
προηγείται	 της	 αρχής	 της	 πληθικότητας	 (Fuson,	 1988).	 Ένα	 υψηλότερο	 επίπεδο	
κατανόησης	 οι	 Fuson	 και	 Hall	 (1983)	 το	 ονομάζουν	 μετάβαση	 "μετρώ	 για	 την	
πληθικότητα",	 στο	 οποίο	 καθώς	 τα	 παιδιά	 απαντούν	 στην	 ερώτηση	 «Πόσα	
αντικείμενα	υπάρχουν	εκεί;»,	αναφέρονται	στο	όλον	της	συλλογής.	Η	Fuson	(1988)	
συμπέρανε	 ότι	 τα	 παιδιά	 κάνουν	 νοητική	 ανασυγκρότηση	 στην	 οποία	
διαπιστώνεται	 απόλυτη	 εσώκλειση	 (integration)	 των	 αντιληπτικών	 μονάδων	 που	
εμφανίζονται.	Η	εσώκλειση	είναι	μια	μετατόπιση	της	έμφασης	από	μια	κατάσταση	
απαρίθμησης	όπου	κάθε	αριθμητικό	αναφέρεται	σε	ένα	διαφορετικό	αντικείμενο,	
σε	μια	κατάσταση	απόλυτου	αριθμού	που	παραπέμπει	σε	όλα	τα	αντικείμενα	της	
συλλογής.		

Τα	 ευρήματα	 πολλών	 ερευνών	 δείχνουν	 τη	 μακροχρόνια	 προοδευτική	
ανάπτυξη	της	απαρίθμησης.	Οι	5	αρχές	της	απαρίθμησης	μορφοποιούν	σύμφωνα	
με	την	Gelman	την	αρχική	διανοητική	ικανότητα	των	μικρών	παιδιών.	Ξεκινώντας	
από	αυτή	την	εννοιολογική	ικανότητα	τα	παιδιά	προοδεύουν	στην	εφαρμογή	κάθε	
αρχής	 και	 βαθμιαία	 μαθαίνουν	 να	 συντονίζουν	 τη	 χρήση	 αυτών	 των	 αρχών.	 Οι	
Gelman	 και	Gallistel	 (1978)	διεξήγαγαν	πλήθος	πειραμάτων,	στα	οποία	δείχνουν	
ότι	 για	 συλλογές	 με	 λιγότερα	 από	 5	 στοιχεία	 τα	 παιδιά	 στην	 Αμερική	 από	 την	
ηλικία	 των	 τριών	 ετών	 σέβονται	 συχνά	 αρχές	 όπως	 αυτές	 που	 ορίστηκαν	
παραπάνω,	όταν	τις	θεωρήσουμε	ως	ξεχωριστές.	Ανόλογα	ευρήματα	υπάρχουν	σε	
ευωπαϊκές	έρευνες	(Van	Nieuwenhoven,	1999).	

Ενώ	 η	 σειρά	 της	 κατάκτησης	 των	 αρχών	 της	 σταθερής	 ακολουθίας	 και	 της	
αντιστοίχισης	 δείχνει	 να	 συνδέεται	 άμεσα	 με	 τη	 γνώση	 της	 σωστής	
αριθμοακολουθίας,	 ένα	άλλο	σημαντικό	εύρημα,	 το	οποίο	αρχικά	επισημάνθηκε	
από	 τους	 Wagner	 και	 Walters	 (1982),	 είναι	 ότι	 η	 αρχή	 της	 πληθικότητας	 είναι	
μεταγενέστερη	 των	 δύο	 άλλων.	 Παρομοίως	 τα	 αποτελέσματα	 που	
παρουσιάστηκαν	 από	 τον	 Fischer	 κατέστησαν	 φανερό	 ότι	 οι	 αρχές	 της	
αντιστοίχισης	 και	 της	 σταθερής	 ακολουθίας	 αποκτώνται	 ορισμένους	 μήνες	 πριν	
από	την	αρχή	της	πληθικότητας	(Fischer,	1981).		
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Όταν	 ενδιαφερόμαστε	 για	 τη	 συνδυασμένη	 χρήση	 των	 τριών	 αρχών,	 τα	
ποσοστά	επιτυχίας	είναι	χαμηλότερα:	για	μια	συλλογή	7	αντικειμένων	τα	ποσοστά	
επιτυχίας	των	τρίχρονων,	τετράχρονων	και	πεντάχρονων	παιδιών	είναι	αντίστοιχα	
19%,	47%	και	80%.	Στα	πρώτα	στάδια	του	σχηματισμού	της	έννοιας	του	αριθμού	
τα	 μικρότερα	 παιδιά	 της	 προσχολικής	 ηλικίας	 (3-4	 ετών)	 δεν	 ξεχωρίζουν	 τη	
δραστηριότητα	 της	 απαρίθμησης	 από	 το	 αποτέλεσμα	 της	 απαρίθμησης	 που	
δηλώνει	την	πληθικότητα	της	συλλογής.	Γι’	αυτό	όταν	απευθύνουμε	το	ερώτημα	
«πόσα	 είναι;»,	 προβαίνουν	 σε	 νέα	 απαρίθμηση.	 Δεν	 μπορούν	 τα	 παιδιά	 να	
διακρίνουν	 καταστάσεις	 απαρίθμησης	 από	 καταστάσεις	 προσδιορισμού	 του	
αριθμητικού	 πλήθους	 της	 συλλογής.	 Συχνά	 συγχέουν	 τις	 δύο	 περιπτώσεις.	 Τις	
περισσότερες	 φορές	 τα	 παιδιά	 αυτά	 παραβιάζουν	 την	 αρχή	 της	 πληθικότητας.	
Πολύ	συχνός	είναι	ο	παρακάτω	διάλογος	(Brissiaud,	1991):	

ΕΝΗΛΙΚΟΣ:	-	Πόσες	μάρκες	υπάρχουν;	

ΠΑΙΔΙ:	(μετράει	τις	μάρκες):	-	Ένα,	δύο,	τρία,	τέσσερα,	πέντε.	

ΕΝΗΛΙΚΟΣ:	-	Ναι,	αλλά	πόσες	μάρκες	υπάρχουν;	

ΠΑΙΔΙ:	(ξαναμετράει	τις	μάρκες):	-	Ένα,	δύο,	τρία,	τέσσερα,	πέντε.	

ΕΝΗΛΙΚΟΣ:	-	Συμφωνώ,	αλλά	πόσες	μάρκες	υπάρχουν;	

ΠΑΙΔΙ:	(ξαναμετράει	πάλι):	-	Ένα,	δύο,	τρία,	τέσσερα,	πέντε.	

Αυτό	το	παιδί	εκφωνεί	σωστά	κάθε	αριθμητικό	αγγίζοντας	ένα	νέο	αντικείμενο	της	
συλλογής,	αλλά	δεν	απομονώνει	το	τελευταίο	αριθμητικό	για	να	απαντήσει	στην	
ερώτηση	που	έχει	τεθεί.	Κάθε	φορά	που	το	παιδί	ακούει	«πόσα»	μετράει	πάλι	τη	
συλλογή	 και	 δεν	μπορεί	 να	 εκμεταλλευτεί	 την	απαρίθμηση	 για	 να	 εκφράσει	 την	
ποσότητα.	 Δείχνει	 ότι	 δεν	 κατέχει	 την	 αρχή	 της	 πληθικότητας.	 Η	 Gelman	
απορρίπτει	αυτή	την	ερμηνεία	και	υποστηρίζει:	τα	μικρότερα	παιδιά	είναι	θύματα	
μιας	 αδιάκοπης	 νοητικής	 υπερφόρτωσης	 από	 δυσκολίες	 χειρισμού	 και	 ελέγχου	
εκτέλεσης	 του	 έργου.	 Ισχυρίζεται	 ότι	 ζητούμε	 ταυτόχρονα	 από	 τα	 παιδιά	 πάρα	
πολλά	πράγματα:	πρέπει	να	γνωρίζουν	την	αριθμοακολουθία,	να	συντονίσουν	την	
απαγγελία	με	το	άγγιγμα	των	αντικειμένων,	να	θυμηθούν	ότι	πρέπει	να	πουν	το	
τελευταίο	αριθμητικό	ως	απάντηση.	Η	μείωση	των	λαθών	στα	μεγαλύτερα	παιδιά	
δεν	 οφείλεται	 στην	 κατοχή	 των	 αρχών,	 αλλά	 στο	 γεγονός	 ότι	 καταφέρνουν	 να	
χρησιμοποιούν	κατά	συνδυασμένο	τρόπο	τις	αρχές	που	ήδη	γνωρίζουν.	

Ο	 αργός	 ρυθμός	 προόδου	 καθίσταται	 φανερός	 από	 τις	 δύο	 μεταβλητές	 οι	
οποίες	κλασικά	λαμβάνονται	υπόψη	κατά	τη	μελέτη	της	απαρίθμησης:	την	ηλικία	
των	 παιδιών	 και	 τον	 αριθμό	 των	 απαριθμούμενων	 στοιχείων.	 Σύμφωνα	 με	 μια	
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μελέτη	 του	 Fischer	 στη	 Γαλλία,	 που	 πραγματεύεται	 την	 κατάκτηση	 της	
απαρίθμησης	 5	 ευθυγραμμισμένων	 αντικειμένων	 ανάλογα	 με	 την	 ηλικία	 των	
παιδιών,	προέκυψε	η	ακόλουθη	γραφική	παράσταση:	

Η	παραπάνω	γραφική	παράσταση	δείχνει	τα	ποσοστά	επιτυχίας	που	προκύπτουν	
από	 τη	 συνδυασμένη	 εφαρμογή	 των	 τριών	 αρχών	 σε	 σχέση	 με	 την	 ηλικία	 των	
παιδιών.	 Ειδικότερα	 φανερώνει	 ότι	 η	 πρόοδος	 απλώνεται	 σε	 ένα	 διάστημα	
δυόμισι	 ετών	 (από	 3;3	ώς	 5;9)12.	 To	 ίδιο	 αποτέλεσμα	 περιγράφεται	 σε	 ανάλογο	
πίνακα	των	Gelman	και	Gallistel	(1978).	

Σε	 ό,τι	 αφορά	 την	 αρχή	 της	 αντιστοιχίας	 ένα	 προς	 ένα	 για	 μια	 συλλογή	 5	
αντικειμένων	το	ποσοστό	επιτυχίας	στα	τρία	έτη	είναι	περίπου	70%.	Αλλά	για	μια	
συλλογή	 7	 αντικειμένων	 το	 ποσοστό	 πέφτει	 στο	 40%	 (Gelman,	 1983).	 Όμως	 για	
σχεδόν	 “τέλειες	 επιτυχίες”,	 στις	 οποίες	 το	παιδί	 χρησιμοποιεί	n-1	 λέξεις,	 όταν	 η	
συλλογή	έχει	n	στοιχεία,	τα	ποσοστά	επιτυχίας	είναι	85%	για	τρία	αντικείμενα	και	
65%	 για	 ένδεκα	αντικείμενα.	 Σύμφωνα	με	 την	Gelman	αυτά	 τα	 υψηλά	 ποσοστά	
επιτυχίας	 συνηγορούν	 υπέρ	 της	 γνώσης	 της	 αντιστοιχίας	 ένα	 προς	 ένα,	 ενώ	 η	
εξήγηση	 για	 τα	 παιδιά	 που	 αποτυγχάνουν	 είναι	 ότι	 δυσκολεύονται	 να	
σταματήσουν	στο	κατάλληλο	σημείο	(Gelman,	1983).	Τα	λάθη	των	παιδιών	πρέπει	
να	αποδοθούν	στην	εκτέλεση	και	όχι	στην	άγνοια	της	εν	λόγω	αρχής.	

Παραταύτα	οι	έρευνες	των	Gelman	και	Gallistel	για	την	απαρίθμηση	συλλογών	
αντικειμένων	προδιαγράφουν	μια	 	αισιόδοξη	εικόνα.	Στις	εργασίες	τους	 ζήτησαν	
από	 παιδιά	 ηλικίας	 από	 2	ώς	 6	 ετών	 να	 απαριθμήσουν	 συλλογές	 αντικειμένων.	
Αυτές	οι	συλλογές	ήταν	πάντοτε	ευθυγραμμισμένες	σε	σειρές	και	περιείχαν	από	2	

                                                             
12	Ο	συμβολισμός	3;3	δηλώνει	3	έτη	και	3	μήνες.	

ΚΑΤΑΚΤΗΣΗ ΤΗΣ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΗΣ 5 ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΩΝ ΣΕ ΣΧΕΣΗ 
ΜΕ ΤΗΝ ΗΛΙΚΙΑ (σύμφωνα με τον Fischer 1981, p. 287)
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μέχρι	 19	 αντικείμενα.	 Οι	 Gelman	 και	 Gallistel	 παρατήρησαν	 τις	 απαριθμήσεις	
αυτών	 των	 συλλογών	 από	 τα	 παιδιά	 και	 κατέγραψαν	 εάν	 απαριθμούσαν	 κάθε	
αντικείμενο	μια	φορά,	 εάν	απαριθμούσαν	με	 την	 ίδια	 σειρά	 και	 αν	 έδειχναν	 να	
αναγνωρίζουν	 ότι	 το	 τελευταίο	 αριθμητικό	 στην	 απαρίθμηση	 παρίστανε	 τον	
αριθμό	των	αντικειμένων	του	συνόλου.		

Μεταβάλλοντας	 τον	 αριθμό	 και	 κρατώντας	 σταθερή	 την	 ηλικία	
παρουσιάζουμε	 τα	 ευρήματα	 των	Gelman	 και	Gallistel	 για	 τρίχρονα,	 τετράχρονα	
και	πεντάχρονα	παιδιά.	Το	παρακάτω	σχήμα	δείχνει	τα	ποσοστά	εφαρμογής	των	
τριών	αρχών	σύμφωνα	με	τον	αριθμό	των	αντικειμένων	που	απαριθμούνται.		

Η	παραπάνω	γραφική	παράσταση	δείχνει	μια	προοδευτική	μείωση	των	ποσοστών	
επιτυχίας	 ανάλογα	 με	 το	 αριθμητικό	 πλήθος	 των	 συλλογών	 και	 για	 τις	 τρεις	
ηλικιακές	 ομάδες.	 Ένα	 χαρακτηριστικό	 παράδειγμα	 είναι	 η	 ελάττωση	 στα	
πεντάχρονα	παιδιά	από	100%	για	τους	αριθμούς	2,	3	και	4	στο	20%	για	τον	αριθμό	
19.	

Οι	 δυσκολίες	 των	 παιδιών	 στην	 απαρίθμηση	 αντικειμένων	 παραπέμπουν	
άμεσα	 στις	 δυσκολίες	 σωστής	 εφαρμογής	 των	 αρχών	 απαρίθμησης	 και	 στο	
συντονισμό	τους.	Για	να	διεκπεραιώσει	ένα	μικρό	παιδί	μια	επιτυχή	απαρίθμηση	
πρέπει	 να	 αποφύγει	 πολλά	 λάθη.	 Ένα	 παιδί,	 για	 να	 απαριθμήσει	 σωστά	 μια	
συλλογή	αντικειμένων,	πρέπει	από	 τη	μια	πλευρά	να	 εγκαθιστά	 (με	άγγιγμα,	με	
δείξιμο	ή	με	το	βλέμμα)	μια	ακριβή	αντιστοιχία	ανάμεσα	στα	αντικείμενα	ένα-ένα	
και	στα	ονόματα	των	αριθμών	 (απαιτείται	δηλαδή	η	σωστή	γνώση	της	σταθερής	
αριθμοακολουθίας)	και	από	την	άλλη	να	συντονίζει	την	εκφώνηση	των	ονομασιών	

ΚΑΤΑΚΤΗΣΗ ΤΗΣ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΗΣ ΣΤΑ 3, 4 ΚΑΙ  5 ΕΤΗ ΣΕ ΣΧΕΣΗ 
ΜΕ ΤΟΝ ΑΡΙΘΜΟ (Gelman and Gallistel, 1978  p. 124)
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των	αριθμών	με	τα	αντίστοιχα	αντικείμενα,	ώστε	να	μη	παραλείπει	αριθμολέξεις	
και	 να	 μη	 διπλομετράει	 και	 να	 μη	 ξεχνά	 να	 δίνει	 το	 τελευταίο	 αριθμητικό	 ως	
απάντηση13.	 Επιπρόσθετα,	 η	 δραστηριότητα	 της	 απαρίθμησης	 περιλαμβάνει	 και	
μια	 ενέργεια	 διαρκούς	 διαχωρισμού	 της	 συλλογής	 σε	 δύο	 υποσυλλογές:	
ξεχωρίζονται	τα	ήδη	απαριθμηθέντα	από	αυτά	που	είναι	ακόμη	αναπαρίθμητα.	Το	
εκάστοτε	απαριθμούμενο	αντικείμενο	μετακινείται	με	το	χέρι	ή	νοερά	από	τη	μια	
συλλογή	στην	άλλη.	Η	ενέργεια	του	διαχωρισμού		αποτελεί	πηγή	δυσκολιών	για	τα	
παιδιά.	Τα	παιδιά	πρέπει	να	είναι	σε	θέση	να	καθορίζουν	με	ακρίβεια	τα	σύνορα	
ανάμεσα	 στα	 ήδη	 απαριθμημένα	 και	 σε	 αυτά	 που	 πρέπει	 ακόμα	 να	
απαριθμηθούν.	Ακόμα	δεν	πρέπει	να	απαγγέλλουν	τα	αριθμητικά	πιο	γρήγορα	ή	
πιο	αργά	από	τα	αντικείμενα	που	δείχνουν	ή	αγγίζουν.		

Σύμφωνα	 με	 την	 Gelman	 τα	 λάθη	 και	 οι	 δυσκολίες	 των	 παιδιών	 οφείλονται	
στη	«νοητική	υπερφόρτωση»	των	παιδιών	με	όλες	τις	παραπάνω	δραστηριότητες	
χειρισμού	και	ελέγχου	εκτέλεσης	του	έργου.	Για	να	στηρίξουν	αυτή	την	άποψη	οι	
Gelman	 και	 Gallistel	 ζήτησαν	 από	 τα	 παιδιά	 να	 ελέγξουν	 την	 απαρίθμηση	 μιας	
μαριονέτας,	η	οποία	μερικές	φορές	δεν	σεβόταν	μια	από	τις	αρχές	απαρίθμησης.	
Η	 μαριονέτα	 παραβίαζε	 τυχαία	 την	 αρχή	 της	 αντιστοιχίας	 ένα	 προς	 ένα	 και	 την	
αρχή	της	πληθικότητας	και	ο	σκοπός	αυτών	των	πειραμάτων	ήταν	να	διαπιστωθεί	
εάν	 τα	 παιδιά	 μπορούσαν	 να	 διακρίνουν	 αυτές	 τις	 παραβιάσεις.	 Η	 ιδέα	 ήταν	 η	
εξής:	 σε	 αυτόν	 τον	 τύπο	 δοκιμασίας	 το	 παιδί	 υφίσταται	 λιγότερη	 «νοητική	
υπερφόρτωση»	 επειδή	 ο	 ερευνητής	 απαγγέλλει	 την	 αριθμοακολουθία	 και	
συντονίζει	 την	 απαγγελία	 με	 το	 άγγιγμα	 των	 αντικειμένων.	 Στην	 εν	 λόγω	
δοκιμασία	αναμενόταν	βελτίωση	των	επιδόσεων.	

Η	πλειονότητα	των	παιδιών	ενεργούσε	σωστά,	 ιδιαίτερα	όταν	το	πλήθος	των	
συνόλων	 ήταν	 μικρό.	 Συνήθως	 απαριθμούσαν	 κάθε	 αντικείμενο	 μία	 μόνο	 φορά	
και	 έκριναν	 γρήγορα	 ότι	 η	 μαριονέτα	 είχε	 κάνει	 λάθος	 όταν	 παρέλειψε	 να	
απαριθμήσει	 ένα	αντικείμενο	ή	 όταν	απαρίθμησε	 ένα	αντικείμενο	περισσότερες	
από	μία	φορές	(αρχή	της	αντιστοιχίας	ένα	προς	ένα).	Ο	σεβασμός	από	τα	παιδιά	
της	 αρχής	 της	 σταθερής	 σειράς	 ήταν	 μεγάλος:	 παρήγαγαν	 την	 ίδια	 σειρά	
αριθμητικών	σε	διαφορετικές	χρονικές	στιγμές,	μολονότι	η	σειρά	των	λέξεων	και	
                                                             
13	 Η	 αρχή	 της	 αντιστοιχίας	 ένα	 προς	 ένα	 παραπέμπει	 στις	 ιδιότητες	 που	 έχει	 στα	 Μαθηματικά	 μια	
αμφιμονοσήμαντη	 αντιστοιχία	 (συνάρτηση	 που	 είναι	 «ένα	 προς	 ένα	 και	 επί»)	 ανάμεσα	 στη	 σωστή	
προφορική	 αριθμοακολουθία	 «ένα,	 δύο,	 τρία,...»	 και	 στα	 αντικείμενα	 μιας	 συλλογής.	 Η	 αρχή	 της	
αντιστοιχίας	 μπορεί	 να	 χωριστεί	 σε	 δύο	 ειδικές	 αρχές:	 την	 αρχή	 της	 εξονυχιστικότητας	 (όταν	 τα	 παιδιά	
απαριθμούν	όλα	τα	αντικείμενα	χωρίς	να	ξεχάσουν	κανένα)	και	την	αρχή	της	αποκλειστικότητας	 (όταν	τα	
παιδιά	δεν	απαριθμούν	δύο	φορές	το	ίδιο	αντικείμενο)	(	βλ.	Vergnaud,	1991).		
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ορισμένες	 φορές	 οι	 ίδιες	 οι	 λέξεις	 δεν	 ήταν	 πάντοτε	 σωστές.	 Οι	 Gelman	 και	
Gallistel	 υποστήριξαν	 ότι	 η	 σημασία	 αυτής	 της	 σταθερότητας	 είναι	 μεγάλη:	 ένα	
παιδί	 το	 οποίο	 παράγει	 την	 ίδια	 σειρά	 αριθμητικών	 σε	 διαφορετικές	 χρονικές	
στιγμές	 σέβεται	 την	 αρχή	 της	 σταθερής	 ακολουθίας,	 ακόμα	 κι	 αν	 οι	 λέξεις	 ή	 η	
σειρά	 τους	 δεν	 είναι	 οι	 σωστές.	 Επιπλέον,	 τα	 παιδιά	 δείχνουν	 να	 σέβονται	 την	
αρχή	 της	 πληθικότητας.	 Οι	 μελέτες	 με	 τη	 μαριονέτα	 κατέστησαν	 φανερό	 ότι	 τα	
παιδιά	σέβονται	αυτή	την	αρχή.	Εάν	για	παράδειγμα	η	μαριονέτα	μετρούσε	μέχρι	
το	6	και	τότε	ανέφερε	ότι	υπήρχαν	5	αντικείμενα	στο	σύνολο,	τα	παιδιά	συνήθως	
διέκριναν	 ότι	 είχε	 διαπράξει	 ένα	 μεγάλο	 λάθος.	 Στην	 απαρίθμηση	 συλλογών	 με	
περισσότερα	από	τέσσερα	στοιχεία	παιδιά	κάτω	των	5	ετών	έκαναν	αρκετά	λάθη	
στο	συντονισμό	 των	 τριών	αρχών	και	περίπου	 τα	μισά	παιδιά	πέτυχαν	στο	 έργο	
της	απαρίθμησης.	

Το	 συμπέρασμα	 στο	 οποίο	 κατέληξαν	 οι	 Gelman	 και	 Gallistel	 το	 ονόμασαν	
«αρχές	 πριν	 από	 τις	 ικανότητες»14	 και	 με	 αυτό	 εννοούν	 ότι	 ακόμη	 και	 όταν	 τα	
μικρά	 παιδιά	 χειρίζονται	 αδέξια	 και	 ευκαιριακά	 τις	 αρχές	 της	 απαρίθμησης,	 ο	
σεβασμός	τους	είναι	μεγάλος.	Τα	παιδιά	κάνουν	πολλά	λάθη	όταν	πρωταρχίζουν	
να	 απαριθμούν,	 αλλά	 δεν	 πρέπει	 να	 διδαχθούν	 τους	 κανόνες,	 γιατί	 ήδη	 τους	
γνωρίζουν.	

Αυτός	είναι	ένας	εντυπωσιακός	ισχυρισμός	και	δεν	είναι	έκπληξη	ότι	αποτελεί	
ένα	επίμαχο	θέμα.	Μια	αντίρρηση	είναι	ότι	βασίζεται	εξολοκλήρου	σε	μελέτες	που	
αφορούν	 την	 απαρίθμηση	 αντικειμένων	 και	 μάλιστα	 σε	 ειδική	 τακτοποίηση,	 σε	
ευθείες	 γραμμές	 και	 σε	 κανονικές	 αποστάσεις	 ανάμεσα	 στα	 αντικείμενα.	 Αυτό	
σημαίνει	 ότι	 τα	 έργα	 της	 Gelman	 και	 των	 συνεργατών	 της	 δεν	 ήταν	 αρκετά	
δύσκολα.	Τα	παιδιά	δεν	απαριθμούν	μόνο	πάνω	σε	ευθείες	σειρές.	Η	εξέταση	της	
απαρίθμησης	συλλογών	αντικειμένων	σε	άλλες	διευθετήσεις	ήταν	απαραίτητη	και	
αυτό	οδήγησε	σε	περαιτέρω	έρευνα.		

Μια	πρώτη	διερεύνηση	του	εν	λόγω	θέματος	προέρχεται	από	τους	Potter	και	
Levy	(1968),	οι	οποίοι	μελέτησαν	τα	ποσοστά	επιτυχίας	που	εμφανίζουν	τα	παιδιά	
προσχολικής	 ηλικίας	 στην	 απαρίθμηση	 χωρίς	 παραλείψεις	 και	 διπλομετρήματα	
ανάλογα	με	το	μέγεθος	των	συλλογών	και	τον	τύπο	των	σχηματισμών	(διευθέτηση	
σε	 γραμμές,	 σε	 σειρές	 και	 στήλες	 και	 σε	 διάσπαρτους	 σχηματισμούς	 (Potter	 &	
Levy,	1968).	Τα	αποτελέσματα	παρουσιάζονται	στον	παρακάτω	πίνακα.	

	
                                                             
14	Περισσότερα	για	τις	τάσεις	«πρώτα	οι	δεξιότητες»	και	«πρώτα	οι	αρχές»	στο:	Λεμονίδης	(1994).	



 42	

	

Ποσοστά	των	παιδιών	που	εμφανίζουν	τουλάχιστον	ένα	λάθος	ως	προς	το	μέγεθος	των	
συλλογών	και	τους	σχηματισμούς	στον	χώρο.	(Σύμφωνα	με	τους	Potter	και	Levy,	1968)	

	 																																			Τύποι	σχηματισμών	στον	χώρο	
Μέγεθος	
συλλογών	

Γραμμές	 Σειρές	και	
στήλες	

Διάσπαρτες	 Μέσοι	όροι	

2	 0,05	 -	 0,07	 0,06	

4	 0,12	 0,05	 0,03	 0,07	

4	 0,14	 0,22	 0,24	 0,20	

6	 0,20	 0,45	 0,26	 0,30	

9	 0,52	 0,67	 0,59	 0,59	
	

Από	τον	παραπάνω	πίνακα	διαπιστώνουμε	ότι	τα	ποσοστά	των	λαθών	αυξάνονται	
ανάλογα	με	το	πλήθος	των	στοιχείων	των	συνόλων.	Επίσης	η	γραμμική	οργάνωση	
φαίνεται	ευκολότερη	από	τη	διάσπαρτη	και	από	αυτή	που	είναι	διευθετημένη	σε	
σειρές	και	στήλες.	

Οι	 Saxe	 και	 Sicilian	 (1981),	 για	 να	 προσεγγίσουν	 αυτό	 το	 ζήτημα	 της	
απαρίθμησης,	 ζήτησαν	 από	 παιδιά	 των	 5	 χρονών	 να	 απαριθμήσουν	 σύνολα	 με	
τρεις	προϋποθέσεις.	

• C1:	 Οι	 μάρκες	 είναι	 τοποθετημένες	 μέσα	 σε	 ένα	 διαφανές	 ποτήρι.	
Ορισμένες	 είναι	 μισοκρυμμένες	 ενώ	 οι	 υπόλοιπες	 είναι	 εξολοκλήρου	
κρυμμένες.	 Το	 παιδί	 δεν	 έχει	 δικαίωμα	 ούτε	 να	 τις	 βγάλει	 ούτε	 να	 τις	
αγγίξει.	

• C2:	 Οι	 μάρκες	 είναι	 κολλημένες	 πάνω	 σε	 ένα	 χαρτόνι	 κατά	 τρόπο	
διάσπαρτο.	Το	παιδί	μπορεί	να	τις	αγγίξει	αλλά,	όχι	να	τις	μετακινήσει.	

• C3:	Οι	μάρκες	είναι	στοιβαγμένες.	Το	παιδί	μπορεί	να	τις	απαριθμεί	και	να	
τις	χειρίζεται.	

Κάθε	 παιδί	 είναι	 αντιμέτωπο	 με	 τρεις	 καταστάσεις,	 στις	 οποίες	 οι	 ποσότητες	
διαφέρουν	ελαφρά	(πχ.	28,	29	και	30	μάρκες).	Μετά	την	απαρίθμηση	ο	ερευνητής	
ρωτάει	το	παιδί	αν	είναι	σίγουρο	για	την	απάντησή	του	και	αν	αυτή	θα	μπορούσε	
να	 είναι	 λάθος.	 Στην	 τελευταία	 περίπτωση	 ζητάει	 να	 πληροφορηθεί	 τους	 δύο	
αριθμούς	 (τον	 πιο	 σημαντικό	 και	 τον	 λιγότερο	 σημαντικό)	 που	 η	 συλλογή	 θα	
μπορούσε	να	περιέχει	σύμφωνα	με	το	παιδί.	
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Τα	αποτελέσματα	αποκαλύπτουν	μια	ισχυρή	επίδραση	του	τύπου	δοκιμασίας	
(C1,	C2,	C3)	και	της	ηλικίας	στην	οποία	η	απαρίθμηση	γίνεται	όλο	και	περισσότερο	
ακριβής.	Αλλά	παρατηρείται	και	μια	σειρά	από	αξιοσημείωτα	φαινόμενα	σχετικά	
με	την	αυτοαξιολόγηση	των	παιδιών.	Στην	πραγματικότητα	τα	μικρότερα	παιδιά,	
τα	 οποία	 διαπράττουν	 το	 μεγαλύτερο	ποσοστό	 λαθών,	 είναι	 αυτά	που	 εκτιμούν	
συχνότερα,	για	να	φτάσουν	στον	ακριβή	αριθμό	και	ανεξάρτητα	από	τις	συνθήκες	
παρουσίασης.	 Τα	 μεγαλύτερα	 παιδιά	 ρυθμίζουν	 την	 αξιολόγησή	 τους	 από	 τις	
εργασίες	με	τις	οποίες	καταγίνονται.	

Επιπλέον	 οι	 ερευνητές,	 αναφερόμενοι	 στη	 σχέση	 απαρίθμησης	 και	
διατήρησης,	σημειώνουν	ότι	στην	ηλικία	στην	οποία	κατακτάται	η	διατήρηση	του	
αριθμού,	τα	παιδιά	αποκαλύπτονται	λιγότερο	 ικανά	στην	απαρίθμηση	συλλογών	
μικρού	 μεγέθους	 και	 μάλλον	 εμφανίζουν	 άγνοια	 για	 τις	 πηγές	 των	 λαθών	 που	
συνδέονται	με	εξωτερικούς	παράγοντες	ή	με	δικές	τους	δυσκολίες.	Η	άμεση	σχέση	
απαρίθμηση	 →	 διατήρηση	 φαίνεται	 αρκετά	 απίθανη15.	 Η	 ακρίβεια	 στην	
αυτοαξιολόγηση	δεν	εξαρτάται	από	την	ηλικία,	αλλά	από	το	επίπεδο	των	νοητικών	
ικανοτήτων.	

Η	πιο	αξιοσημείωτη	μελέτη	 είναι	 της	 Fuson	 (1988).	 Αυτή	 ζήτησε	από	παιδιά	
ηλικίας	 3½	 ώς	 6	 ετών	 να	 απαριθμήσουν	 σύνολα	 από	 κομμάτια	 (blocks)	
τακτοποιημένα	σε	γραμμές	ή	σε	κύκλους	ή	απλωμένα	τυχαία	πάνω	στο	 τραπέζι.	
Όπως	 οι	 Gelman	 και	 Gallistel,	 έτσι	 και	 η	 Fuson	 έδωσε	 στα	 παιδιά	 ποικίλες	
συλλογές	αντικειμένων	σε	διαφορετικές	ευκαιρίες:	σε	κάθε	παιδί	άρχισε	με	4	ή	5	
αντικείμενα,	 αλλά	 αύξησε	 τον	 αριθμό	 των	 παρουσιάσεων	 μόλις	 τα	 παιδιά	
μέτρησαν	σε	διάφορες	δοκιμασίες.	

Το	κύριο	συμπέρασμα	σε	αυτή	τη	μελέτη	ήταν	η	ανακάλυψη	της	Fuson	ότι	τα	
παιδιά	 κάνουν	πράγματι	περισσότερα	λάθη	σε	όλες	 τις	διευθετήσεις.	Ακόμα	και	
στις	 συλλογές	 με	 αντικείμενα	 τακτοποιημένα	 σε	 σειρές	 τα	 παιδιά	 δεν	 τα	
κατάφεραν	 το	 	 ίδιο	 καλά	 όσο	 είχε	 προβλεφθεί	 στη	 μελέτη	 των	 Gelman	 και	
Gallistel:	τα	μικρότερα	παιδιά	(3	½	ώς	4	χρονών)	επέδειξαν	πολύ	μικρό	σεβασμό	
στην	αρχή	της	αντιστοιχίας	ένα	προς	ένα,	όταν	 τους	 ζητήθηκε	να	απαριθμήσουν	
αντικείμενα	 ευθυγραμμισμένα	 σε	 σειρές.	 Αυτά	 συνήθως	 δεν	 προσαρμόστηκαν	
ακόμα	στην	αρχή	της	αντιστοιχίας	ένα	προς	ένα	σε	σύνολα	μικρότερα	από	4	ή	5	
αντικείμενα.	 Τα	 μεγαλύτερα	 παιδιά,	 αντίθετα,	 συνήθως	 ακολουθούν	 την	
αντιστοιχία	ένα	προς	ένα	ακόμα	και	σε	σύνολα	με	40	στοιχεία.	

                                                             
15	Στο	επόμενο	κεφάλαιο	θα	αναφερθούμε	εκτενέστερα	στο	θέμα	αυτό.	
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Όμως	 για	 άλλες	 χωρικές	 διευθετήσεις	 ιδιαίτερα	 για	 αντικείμενα	 απλωμένα	
κατά	 τρόπο	διάσπαρτο	πάνω	στο	 τραπέζι	 τα	παιδιά	όλων	 των	ηλικιών	σέβονταν	
πολύ	δυσκολότερα	την	αντιστοιχία	ένα	προς	ένα.	Πώς	μπορεί	να	εξηγηθεί	αυτή	η	
διαφορά	ανάμεσα	στην	απαρίθμηση	σε	ευθύγραμμες	σειρές	και	στην	απαρίθμηση	
μιας	συλλογής	σε	τυχαία	διευθέτηση;	

Υπάρχουν	 δύο	 πιθανές	 εξηγήσεις:	 η	 πρώτη,	 παραπέμποντας	 στο	 μοντέλο	
«πρώτα	 οι	 αρχές,	 ύστερα	 οι	 ικανότητες»,	 είναι	 ότι	 τα	 παιδιά	 επιχειρούν	 να	
σεβαστούν	 την	 αντιστοιχία	 ένα	 προς	 ένα,	 αλλά	 χάνουν	 τα	 ίχνη	 με	 τις	 τυχαίες	
παρουσιάσεις.	 Ξεχνούν	 ποια	 αντικείμενα	 έχουν	 απαριθμήσει	 ήδη	 και	 ποια	 δεν	
έχουν	 απαριθμήσει	 ακόμα	 και	 κάνουν	 λάθη	 παράλειψης	 και	 διπλομέτρησης	
ευκολότερα	από	αυτά	που	κάνουν	στις	ευθυγραμμισμένες	σειρές,	στις	οποίες	το	
σημείο	 εκκίνησης	 και	 το	 σημείο	 τέλους	 είναι	 σαφώς	 προσδιορισμένα	 και	 δεν	
υπάρχει	καμιά	δυσκολία	για	τη	διαδρομή	ανάμεσα	σε	αυτά	τα	δύο	σημεία.	Έτσι	η	
σχετική	επιτυχία	τους	στις	ευθείες	σειρές	δείχνει	ότι	τα	παιδιά	σέβονται	την	αρχή	
της	αντιστοιχίας	ένα	προς	ένα	και	η	αποτυχία	τους	στις	διάσπαρτες	παρουσιάσεις	
ανάγεται	 στην	 έλλειψη	 αποτελεσματικού	 ελέγχου	 ανάμεσα	 στα	 απαριθμηθέντα	
αντικείμενα	και	σε	αυτά	που	παραμένουν	ακόμη	αναπαρίθμητα.	

Η	εναλλακτική	εξήγηση	(αποτυχία	στις	αρχές)	είναι	δυσκολότερη	στα	παιδιά.	
Οι	 επιτυχίες	 που	 έχουν	 τα	 παιδιά	 με	 τις	 ευθυγραμμισμένες	 σειρές	 σε	 κανονικά	
διαστήματα	 ενδέχεται	 να	 είναι	 πλασματικές.	 Αυτά	 μπορούν	 να	 χειρίζονται	 την	
απαρίθμηση	ως	μια	 κανονική,	 ρυθμική	δραστηριότητα	η	 οποία	 έχει	 να	 κάνει	 με	
επαναλαμβανόμενες	κινήσεις.	Έτσι	όταν	τα	μικρά	παιδιά	μετρούν	κάθε	κανονικά	
αραιωμένο	 σκαλοπάτι	 σαν	 να	 ανεβαίνουν	 ή	 μετρούν	 κάθε	 κανονικά	 αραιωμένη	
κουκκίδα	την	οποία	δείχνουν,	ενδέχεται	να	μην	έχουν	ιδέα	ότι	πρέπει	να	μετρούν	
ένα	 μόνο	 αντικείμενο	 κάθε	 φορά.	 Μπορούν	 να	 μετρούν	 με	 αυτόν	 τον	 τρόπο,	
επειδή	 η	 τακτοποίηση	 σε	 κανονικά	 αραιωμένα	 	 βήματα	 ή	 κουκκίδες	 ταιριάζουν	
καλά	με	 το	ρυθμό	 των	επαναληπτικών	ενεργειών.	Τυχαίες	 τακτοποιήσεις	δεν	θα	
προκαλούσαν	αυτό	το	είδος	τυχαίας	σύνδεσης.	Σύμφωνα	με	αυτή	τη	θεώρηση	οι	
διάσπαρτες	 διευθετήσεις	 είναι	 μια	 πολύ	 καλύτερη	 δοκιμασία	 για	 τη	 μελέτη	 της	
αρχής	της	αντιστοιχίας	ένα	προς	ένα	παρά	συλλογές	ευθυγραμμισμένες	σε	σειρές.	

Είναι	πράγματι	αδύνατον	να	πούμε,	ποια	από	αυτές	τις	δύο	θεωρήσεις	είναι	
περισσότερο	 εύλογη.	 Αλλά	 η	 εισαγωγή	 τυχαίων	 διευθετήσεων	 σε	 αυτές	 τις	
μελέτες	 μάς	 φανερώνει	 μια	 άλλη	 κρυφή	 ιδιότητα,	 η	 οποία	 παραπέμπει	 στη	
δυνατότητα	 της	 κίνησης	 των	 αντικειμένων.	 Ένας	 αποτελεσματικός	 τρόπος	
διασφάλισης	 του	 σεβασμού	 της	 αντιστοιχίας	 ένα	 προς	 ένα	 όταν	 απαριθμούμε	
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μετακινήσιμα	αντικείμενα	είναι	να	μετακινούμε	στη	μια	πλευρά	τα	αντικείμενα	τα	
οποία	 έχουν	 ήδη	 απαριθμηθεί.	 Εάν	 τα	 παιδιά	 υιοθετούν	 αυτή	 τη	 στρατηγική	
αυθόρμητα,	κατανοούν	την	ανάγκη	για	την	αρχή	της	αντιστοιχίας	ένα	προς	ένα.	Η	
ίδια	 η	 Fuson	 και	 οι	 Herscovics	 et	 al.	 (1986),	 αφού	 εργάστηκαν	 με	 γαλλόφωνα	
παιδιά	στον	Καναδά,	διαπίστωσαν	ότι	μόνο	περίπου	τα	μισά	παιδιά	κάτω	από	την	
ηλικία	των	5	ή	5	½	ετών	χρησιμοποίησαν	την	αξιόπιστη	μέθοδο	της	μετακίνησης	
αντικειμένων	 καθώς	 απαριθμούνταν,	 ακόμα	 κι	 όταν	 τα	 αντικείμενα	 μπορούσαν	
σαφώς	 να	 μετακινηθούν.	 Αντίθετα	 ή	 Fuson	 	 σημείωσε	 ότι	 περισσότερα	 από	 τα	
μεγαλύτερα	 παιδιά	 (5	½	ώς	 6	 ετών)	 στη	 μελέτη	 της	 αυθόρμητα	 μετακίνησαν	 τα	
αντικείμενα	στη	συλλογή	των	ήδη	απαριθμηθέντων	αντικειμένων	και	δεν	έκαναν	
περισσότερα	λάθη	στην	περίπτωση	που	τα	αντικείμενα	είχαν	απλωθεί	πάνω	στο	
τραπέζι	 από	 την	 περίπτωση	 στην	 οποία	 είχαν	 παρουσιαστεί	 σε	 σειρά	 (Nunes	 &	
Bryant,	1996).	

Το	 γεγονός	 ότι	 τα	 μικρότερα	 παιδιά	 δεν	 χρησιμοποιούν	 την	 πιο	
αποτελεσματική	στρατηγική	της	μετακίνησης	αντικειμένων	όταν	απαριθμούν	είναι	
αίνιγμα.	 Αποτυγχάνουν	 να	 τη	 χρησιμοποιήσουν	 επειδή	 δεν	 την	 σκέφτονται	 ή	
επειδή	 δεν	 αντιλαμβάνονται	 την	 ανάγκη	 να	 βασιστούν	 σε	 μια	 μέθοδο	 που	 θα	
εγγυηθεί	την	αντιστοιχία	ένα	προς	ένα;	Μια	ματιά	στην	ηλικία	προτύπου	δείχνει	
ότι	 η	 τελευταία	 υπόθεση	μπορεί	 να	 είναι	 σωστή.	 Τα	 παιδιά	 που	 χρησιμοποιούν	
σωστά	 την	 αντιστοιχία	 ένα	 προς	 ένα	 όταν	 απαριθμούν	 σειρές	 είναι	 στην	 ομάδα	
ηλικίας	 η	 οποία	 χρησιμοποιεί	 με	 συνέπεια	 τη	 στρατηγική	 μετακίνησης	
αντικειμένων	 που	 είναι	 διάσπαρτα	 πάνω	 στο	 τραπέζι	 για	 να	 απαριθμηθούν.	
Παιδιά	ηλικίας	κάτω	των	5	ετών	κάνουν	πολλά	λάθη	όταν	απαριθμούν	σειρές	και	
φαίνεται	ότι	δεν	αισθάνονται	την	ανάγκη	για	μια	αποτελεσματική	στρατηγική	όταν	
απαριθμούν	μετακινήσιμα	αντικείμενα	σε	μια	διασκορπισμένη	παρουσίαση.	

Η	Fuson	παρατήρησε	μικρά	παιδιά	που	απαριθμούσαν	κουκκίδες	πάνω	σε	ένα	
χαρτόνι,	 οι	 οποίες	 ήταν	 οργανωμένες	 σε	 κύκλο.	 Επειδή	 αυτές	 δεν	 ήταν	
μετακινήσιμα	 αντικείμενα,	 τα	 παιδιά	 έπρεπε	 να	 θυμηθούν	 το	 σημείο	 στο	 οποίο	
άρχισαν	να	απαριθμούν	για	να	σεβαστούν	την	αρχή	της	αντιστοιχίας	ένα	προς	ένα.	
Όταν	 τα	 αντικείμενα	 είναι	 σε	 κύκλο,	 για	 να	 θυμηθεί	 ένα	 παιδί	 που	 πρέπει	 να	
σταματήσει	την	απαρίθμηση,	μπορεί	να	χρησιμοποιήσει	κάτι	για	να	σημειώσει	το	
σημείο	εκκίνησης.	Η	Fuson	ερεύνησε	αν	τα	παιδιά	ήταν	σε	θέση	να	ανακαλύψουν	
εύκολα	αυτή	την	αποτελεσματική	στρατηγική.	Ακόμα	και	μεγαλύτερα	παιδιά	(5	ώς	
6	χρονών)	έδειχναν	να	δυσκολεύονται	πολύ	στη	χρήση	παρατηρήσιμων	σημαδιών:	
μόνο	ένα	πεντάχρονο	παιδί	(από	τα	16	παιδιά	ηλικίας	5-6	χρονών)	χρησιμοποίησε	
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με	 συνέπεια	 ένα	 εξωτερικό	 σημάδι	 για	 να	 αναγνωρίσει	 με	 σιγουριά	 το	 σημείο	
σταματήματος.	 Εξαιτίας	 της	 έλλειψης	 μιας	 καλής	 στρατηγικής,	 τα	 περισσότερα	
παιδιά	έκαναν	λάθος	στην	απαρίθμησή	τους	για	μία	ή	δύο	κουκκίδες,	το	καθένα	
μέτρησε	 τις	 ίδιες	 κουκκίδες	 τρεις	φορές	 (39%	στη	δοκιμασία)	ή	σταμάτησε	στην	
τελευταία	 κουκκίδα	 (13%).	 Σωστή	 επίδοση	 παρατηρήθηκε	 μόνο	 στο	 22%	 των	
δοκιμασιών.	 Στα	 απομένοντα	 25%	 υπήρχαν	 λάθη	 σε	 περισσότερες	 από	 δύο	
κουκκίδες	(Nunes	&	Bryant,	1996).	

Η	Fuson	έδειξε	ότι	τα	παιδιά	μπορεί	απλώς	να	έχουν	εμπιστευθεί	στη	μνήμη	
τους	πάρα	πολύ,	γιατί	ο	χωρικός	εντοπισμός	των	κουκκίδων	μπορεί	να	θεωρηθεί	
ως	 δύσκολη	 ένδειξη	 για	 να	 σταματήσουν.	 Η	 ερευνήτρια	 επιδίωξε	 τότε	 να	
βελτιώσει	τις	επιδόσεις	των	παιδιών	με	δύο	τρόπους.	Πρώτα	χρησιμοποίησε	μια	
κόκκινη	 κουκκίδα	 ως	 σημείο	 εκκίνησης,	 όταν	 όλες	 οι	 άλλες	 κουκκίδες	 ήταν	
πράσινες.	Η	διαδικασία	ήταν	μάλλον	αποτελεσματική	στη	βελτίωση	της	επίδοσης	
ακόμη	και	 των	πολύ	μικρών	παιδιών:	περισσότερα	από	τα	μισά	τρίχρονα	παιδιά	
(11	 από	 τα	 19)	 χρησιμοποίησαν	 με	 συνέπεια	 την	 κόκκινη	 κουκκίδα	 (πάνω	 στις	
τρεις	 δοκιμασίες)	 και	 σταμάτησαν	 όταν	 έπρεπε,	 δηλαδή	 ακριβώς	 πριν	 από	 την	
κόκκινη	κουκκίδα.	Τη	δεύτερη	δοκιμασία	την	έκανε	για	να	δείξει	ότι	τα	ίδια	παιδιά	
μπορούν	να	χρησιμοποιούν	την	κόκκινη	κουκκίδα	ως	ένα	σημείο	για	να	σταματούν	
την	 απαρίθμηση.	 Αυτό	 το	 μάθημα	 είχε	 ένα	 αξιοσημείωτο	 αποτέλεσμα	 στην	
επίδοση	 των	 παιδιών,	 	 αφού	 86%	 των	 δοκιμασιών	 ήταν	 τώρα	 σωστές.	 Όμως	 ο	
αριθμός	των	παιδιών	που	επέδειξαν	συνέπεια	και	σταματούσαν	την	απαρίθμηση	
όταν	έπρεπε	δεν	αυξήθηκε	σημαντικά:	μόνο	12	από	τα	19	παιδιά	μέτρησαν	σωστά	
και	στις	τρεις	δοκιμασίες.	

Η	δυσκολία	την	οποία	είχαν	πολλά	τρίχρονα	παιδιά	στη	χρησιμοποίηση	αυτής	
της	 απλής	 στρατηγικής	 εκκίνησης	 και	 σταματήματος	 στην	 κόκκινη	 κουκκίδα,	
ακόμα	 και	 αφού	 διδάχτηκαν,	 ταιριάζει	 καλά	 με	 την	 ιδέα	 ότι	 παιδιά	 αυτής	 της	
ηλικίας	δεν	αναγνωρίζουν	την	ανάγκη	να	σεβαστούν	την	αρχή	της	αντιστοιχίας	ένα	
προς	 ένα	 όταν	 απαριθμούν.	 Αλλά	 βεβαίως	 η	 Gelman	 και	 οι	 συνεργάτες	 της	
πάντοτε	υποστήριζαν	ότι	τα	παιδιά	ήταν	κάθε	φορά	ενήμερα	για	τη	σημασία	της	
ένα	 προς	 ένα	 απαρίθμησης	 αλλά	 δεν	 κατανοούσαν	 ότι	 η	 στρατηγική	 την	 οποία	
είχαν	διδαχθεί	θα	τους	βοηθούσε	στις	αρχές.	

Αυτή	η	μέθοδος	υιοθετήθηκε	από	δύο	ομάδες	ερευνητών,	Gelman	και	Meck	
(1983)	και	Briars	και	Siegler	 (1984).	Και	οι	δύο	μελέτες	έγιναν	με	τετράχρονα	και	
πεντάχρονα	 παιδιά.	 Και	 στις	 δύο	 μελέτες	 υπήρχαν	 δοκιμασίες	 στις	 οποίες	 μια	
μαριονέτα	 απαριθμούσε	 με	 τον	 συνηθισμένο	 τρόπο	 από	 τα	 αριστερά	 προς	 τα	
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δεξιά	 χωρίς	 να	 κάνει	 καθόλου	 λάθη,	 καθώς	 και	 άλλες	 δοκιμασίες	 στις	 οποίες	 η	
μαριονέτα	 απαριθμούσε	 κάθε	 αντικείμενο	 μια	 φορά	 και	 έτσι	 σεβόταν	 την	 αρχή	
της	αντιστοιχίας	ένα	προς	ένα,	αλλά	απαριθμούσε	με	έναν	ασυνήθιστο	τρόπο.	Στη	
μελέτη	των	Gelman	και	Meck	η	μαριονέτα	άρχιζε	από	το	μέσο	και	πήγαινε	προς	τα	
άκρα	 και	 στη	 μελέτη	 των	 Briars	 και	 Siegler	 η	 μαριονέτα	 απαρίθμησε	 όλα	 τα	
αντικείμενα	 πρώτα	 από	 το	 ένα	 χρώμα	 και	 ύστερα	 από	 το	 άλλο.	 Και	 στις	 δύο	
μελέτες	τα	παιδιά	δεν	είχαν	δυσκολία	να	κρίνουν	ως	«σωστή»	τη	δοκιμασία	στην	
οποία	η	μαριονέτα	μέτρησε	με	 τον	συνηθισμένο	 τρόπο	 και	 δεν	 έκανε	 λάθη.	 Και	
στις	 δύο	 μελέτες	 τα	 τετράχρονα	 παιδιά	 είχαν	 δυσκολία	 να	 εκτιμήσουν	 την	
απαρίθμηση	 της	 μαριονέτας	 ως	 λανθασμένη	 όταν	 έκανε	 λάθη	 αντιστοιχίας	 ένα	
προς	ένα,	παραταύτα	η	μεγάλη	πλειονότητα	των	εκτιμήσεών	τους	ήταν	σωστή:	τις	
περισσότερες	φορές	είπαν	ότι	η	μαριονέτα	έκανε	λάθος.	

Όμως	 οι	 μελέτες	 αποκλίνουν	 έντονα	 η	 μία	 από	 την	 άλλη	 ενώ	αναγνωρίζουν	
την	 ικανότητα	 των	παιδιών	να	κρίνουν	 την	ορθότητα	 της	απαρίθμησης	σε	άλλες	
δοκιμασίες.	 Οι	 Briars	 και	 Siegler	 ανέφεραν	 βαθμούς	 επιτυχίας	 περισσότερο	
μέτριους	 	από	εκείνους	που	κατέγραψαν	οι	Gelman	και	Meck	 (1983).	Οι	βαθμοί	
επιτυχίας	που	πέτυχαν	οι	Briars	και	Siegler	(1984)	για	τις	δοκιμασίες	στις	οποίες	η	
μαριονέτα	απαρίθμησε	πρώτα	τις	κόκκινες	και	έπειτα	τις	μπλε	μάρκες	ήταν	ίσες	με	
35%,	65%	και	53%,	αντίστοιχα	για	τα	τρίχρονα,	τετράχρονα	και	πεντάχρονα	παιδιά,	
ενώ	 οι	 Gelman	 και	 Meck	 (1983)	 ανέφεραν	 95%	 και	 96%	 ορθές	 απαντήσεις	
αντίστοιχα	για	τα	τρίχρονα	και	τετράχρονα	παιδιά.	

Πώς	μπορεί	 να	 κατανοηθεί	αυτή	η	ασυμφωνία;	Οι	Gelman	και	Meck	 (1986),	
έχοντας	παραδεχτεί	την	ανάγκη	να	εξετάσουν	αυτή	την	ασυμφωνία,	εξέτασαν	τη	
δική	 τους	 και	 τη	 μέθοδο	 των	 Briars	 και	 Siegler	 με	 περισσότερες	 λεπτομέρειες.	
Συμπέραναν	ότι	υποχρέωσαν	τα	παιδιά	σε	περισσότερη	συζήτηση	προκειμένου	να	
κρίνουν	τι	ήταν	σωστό	και	τι	ήταν	λάθος	στην	απαρίθμηση	από	όσο	είχαν	κάνει	οι	
Briars	 και	 Siegler.	 Έδωσαν	 την	 ευκαιρία	 στα	 παιδιά	 να	 ξαναπροσπαθήσουν,	 εάν	
αισθάνονταν	ότι	δεν	είχαν	δώσει	την	καλύτερη	απάντησή	τους.	Έτσι	επανέλαβαν	
τη	 μελέτη	 χρησιμοποιώντας	 τη	 μέθοδό	 τους	 και	 βρήκαν	 καλύτερες	 απαντήσεις.	
Συγκρίνοντας	 την	 πρώτη	 με	 την	 καλύτερη	 απάντηση	 δεν	 προέκυψε	 ασυμφωνία	
στο	βαθμό	επιτυχίας	για	δοκιμασίες	στις	οποίες	η	μαριονέτα	είχε	μετρήσει	σωστά	
ή	για	εκείνες	στις	οποίες	είχε	γίνει	ένα	λάθος.	Όμως	μια	σαφής	ασυμφωνία	στους	
βαθμούς	επιτυχίας	των	τετράχρονων	παιδιών	επιτεύχθηκε	για	τη	δοκιμασία	στην	
οποία	η	μαριονέτα	απαρίθμησε	όλες	τις	μάρκες	μόνο	μία	φορά,	αλλά	το	έκανε	με	
μη	συμβατικό	τρόπο	(άρχισε	από	το	μέσο	της	σειράς	και	μέτρησε	ώς	το	τέλος	και	
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τότε	 επέστρεψε	 στην	 αρχή	 της	 σειράς	 και	 μέτρησε	 από	 το	 μέσο):	 ενώ	
προσεγγιστικά	 80%	 των	 «καλών	 απαντήσεων»	 ήταν	 σωστές,	 από	 τις	 πρώτες	
απαντήσεις	σωστές	ήταν	μόνο	το	60%	(Nunes	&	Bryant,	1996).	

Η	 αντίθεση	 ανάμεσα	 στην	 «βέλτιστη»	 και	 την	 πρώτη	 απάντηση	 πρέπει	 να	
εξεταστεί	 με	 προσοχή.	 Σε	 αυτήν	 την	 περίπτωση	 υπάρχουν	 μόνο	 δύο	 δυνατές	
απαντήσεις:	 ή	 ότι	 η	 μαριονέτα	 είχε	 μετρήσει	 σωστά	 ή	 ότι	 είχε	 μετρήσει	 λάθος.	
Υπάρχουν	έρευνες	που	δείχνουν	ότι	αν	η	 ίδια	ερώτηση	 τεθεί	δύο	φορές	για	μια	
σειρά,	 το	παιδί	 τείνει	να	αλλάξει	 την	απάντηση	 (Rose	&	Blank,	1974	-	 Samuel	&	
Bryant,	 1984).	 Έτσι	 η	 βελτίωση	 ανάμεσα	 στην	 πρώτη	 και	 τη	 βέλτιστη	 απάντηση	
μπορεί	 να	 εξηγηθεί	ως	 εξής:	 τα	 παιδιά	 μπορεί	 να	 ερμήνευσαν	 το	 γεγονός	 ότι	 η	
ίδια	 ερώτηση	 είχε	 τεθεί	 δύο	 φορές	 ως	 ένδειξη	 ότι	 έπρεπε	 να	 αλλάξουν	 την	
απάντησή	 τους.	 Κάνοντας	 έτσι	 θα	 άλλαζαν	 και	 τις	 σωστές	 απαντήσεις.	 Επειδή	
υπήρξαν	διάφορες	δοκιμασίες	στη	μελέτη	των	Gelman	και	Meck,	αυτός	ο	κίνδυνος	
μπορεί	να	είναι	μικρότερος	από	άλλες	όπου	χρησιμοποιήθηκαν	λίγες	δοκιμασίες	
και	 τα	παιδιά	μπορούσαν	περισσότερο	άνετα	να	αναγνωρίσουν	 την	επανάληψη.	
Θα	πάρουμε	εδώ	την	προσέγγιση	που	δέχεται	τα	αποτελέσματα	ως	ενδείξεις	ότι	
υπάρχει	 συχνά	 μια	 διαφορά	 ανάμεσα	 στις	 πρώτες	 απαντήσεις	 των	 παιδιών	 και	
στην	βέλτιστη	απάντηση.	

Αυτή	η	σειρά	μελετών	βασίστηκε	στη	μέθοδο	των	Gelman	και	Meck,	όπου	τα	
παιδιά	 εκτιμούν	 την	 επίδοση	 μιας	 μαριονέτας	 στην	 απαρίθμηση	 παρά	
απαριθμούν	 τα	 ίδια	 και	 έτσι	 βελτιώνουν	 την	 επίδοσή	 τους.	 Πρώτα,	 οι	 μελέτες	
σαφώς	δείχνουν	ότι	η	επίδοση	των	παιδιών	επηρεάζεται	από	την	κατάσταση.	Εάν	
ένας	 ενήλικος	 εμπλέκει	 τα	 παιδιά	 σε	 μια	 συζήτηση	 σχετικά	 με	 το	 σωστό	 και	 το	
λάθος	στην	απαρίθμηση,	το	παιδί	είναι	περισσότερο	πιθανό	να	σκεφτεί	τις	αρχές	
απαρίθμησης	 και	 έτσι	 να	 παρατηρήσει	 τη	 μαριονέτα	 περισσότερο	 προσεκτικά	
όταν	 η	 μαριονέτα	 κάνει	 την	 απαρίθμηση	 διαφορετικά.	 Τα	 παιδιά	 μπορούν	 να	
βελτιώσουν	 τις	 επιδόσεις	 τους	 με	 την	 υποστήριξη	 ενός	 ενηλίκου	 ακόμα	 κι	 αν	 ο	
ενήλικος	 δεν	 δώσει	 περαιτέρω	 ενδείξεις	 στη	 λύση	 μιας	 δοκιμασίας	 παρά	
κατευθύνοντας	 την	 προσοχή	 του	 παιδιού	 σε	 μια	 κατάλληλη	 ανάλυση	 της	
κατάστασης.	 Δεύτερον,	 οι	 πρώτες	 απαντήσεις	 των	 παιδιών	 στην	 εκτίμηση	 των	
έργων	και	η	ικανότητα	απαρίθμησής	τους	εμφανίζεται	στο	ίδιο	επίπεδο	της	χωρίς	
βοήθεια	επίδοσης	για	κάθε	επίπεδο	ηλικίας:	τα	τετράχρονα	παιδιά	επιδεικνύουν	
μια	 επισφαλή	 γνώση	 των	 αρχών	 απαρίθμησης	 και	 όταν	 απαριθμούν	 σειρές	 και	
όταν	 κρίνουν	 την	 επίδοση	 μιας	 μαριονέτας,	 	 ενώ	 τα	 πεντάχρονα	 με	 συνέπεια	
δείχνουν	 ένα	 καλό	 επίπεδο	 ικανότητας	 αδιαφορώντας	 εάν	 απαριθμούν	
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αντικείμενα	σε	σειρές,	απλωμένα	γύρω	από	ένα	τραπέζι,	ή	εάν	πρέπει	να	κάνουν	
εκτιμήσεις	 για	 την	 απαρίθμηση	 άλλων	 ατόμων.	 Φαίνεται	 ασφαλές	 να	
συμπεράνουμε	ότι	 τα	 τετράχρονα	παιδιά	μπορούν	 να	απαριθμούν	σχετικά	 καλά	
με	 βοήθεια,	 αλλά	 η	 απαρίθμησή	 τους	 μπορεί	 ή	 δεν	 μπορεί	 να	 αποκαλυφθεί	
σωστή	όταν	την	εκτελέσουν	χωρίς	βοήθεια.	Σε	αντίθεση,	περισσότερα	πεντάχρονα	
παιδιά	φαίνεται	ότι	κατέχουν	τις	αρχές	της	απαρίθμησης	και	λογικά	μπορούμε	να	
προσδοκούμε	ότι	θα	μας	αναφέρουν	τον	σωστό	αριθμό	αντικειμένων	σε	σειρές	με	
20-40	 αντικείμενα.	 Έχουν	 αποκτήσει	 ένα	 ισχυρό	 πολιτιστικό	 εργαλείο.	 Αλλά	
μπορούν	να	χρησιμοποιούν	αυτό	το	εργαλείο	και	πότε;	Κατά	βάση	αυτός	θα	είναι	
ο	πυρήνας	της	συζήτησής	μας	στο	επόμενο	κεφάλαιο.		

Οι	Gelman	και	Gallistel	 (1978)	 και	οι	Gelman	και	Meck	 (1983)	υπογράμμισαν	
ότι	το	παιδί	μπορούσε	να	έχει	μια	υπονοούμενη	γνώση	των	αρχών	απαρίθμησης.	
Επίσης	 η	 Gelman	 (1982),	 αναφερόμενη	 στον	 Rozin	 (1976),	 έδειξε	 ότι	 το	 παιδί	
μπορεί	να	αποτυγχάνει	στην	εφαρμογή	αυτών	των	αρχών	χωρίς	να	έχει	συνειδητή	
πρόσβαση	 σε	 αυτές.	 Σύμφωνα	 με	 τον	 Rozin	 το	 παιδί	 είχε	 μέσα	 στο	 κεφάλι	 του	
ορισμένες	 ειδικές	 γνώσεις	 στις	 οποίες	 δεν	 είχε	 μια	 συνειδητή	 πρόσβαση	 ο	 ένας	
από	 τους	στόχους	 της	 εκπαίδευσης	απορρέει	 τότε	από	 την	 εφαρμογή	αυτής	 της	
πρόσβασης.	Αυτή	η	θεωρία	 και	η	 εφαρμογή	 της	από	 την	Gelman	στις	αρχές	 της	
απαρίθμησης	 ταιριάζουν	 με	 τη	 διαδικαστική	 φύση	 της	 απαρίθμησης,	 εφόσον	 η	
τελευταία	βασίζεται	πάνω	σε	υπονοούμενες	γνώσεις	χωρίς	συνειδητή	πρόσβαση.	
Όμως	σκεφτόμαστε	ότι	στον	άνθρωπο	-	αντίθετα	με	αυτό	που	συμβαίνει	στα	ζώα,	
στα	 οποία	 ο	 Rozin	 είναι	 ειδικός	 -	 η	 πλειονότητα	 των	 εντελώς	 ειδικευμένων	
γνώσεων	 μεταβιβάζονται	 ή	 κατασκευάζονται	 με	 τη	 βοήθεια	 της	 γλώσσας.	
Επομένως	δύσκολα	μπορούν	να	βρίσκονται	αρχικά	μέσα	στο	κεφάλι	του	παιδιού.	

Εκτός	 από	 τις	 ερμηνείες	 της	 Gelman	 μια	 παρατήρηση	 της	 Fuson	 πάνω	 στην	
απαρίθμηση	 αντικειμένων	 διευθετημένων	 σε	 κύκλο	 καθιστά	 φανερές	 ορισμένες	
υπονοούμενες	όψεις	της	απαρίθμησης.	Σε	μια	τέτοια	διευθέτηση	τα	παιδιά	πρέπει	
να	εφαρμόσουν	έναν	κανόνα	στάσης.	Όλα	τα	παιδιά	που	ρωτήθηκαν	έδειχναν	να	
τον	 γνωρίζουν,	 ακόμα	 κι	 αν	 ορισμένα	 δεν	 επιτύγχαναν	 πάντοτε	 να	 τον	
εφαρμόσουν.	 Αλλά	 όταν	 αυτά	 τα	 παιδιά	 έπρεπε	 να	 κρίνουν	 παραβιάσεις	 εκ	
μέρους	τρίτων	του	κανόνα	στάσης,	απέτυχαν	σχεδόν	πλήρως.	Αυτό	το	αποτέλεσμα	
είναι	 περισσότερο	 εκπληκτικό	 από	 την	 Gelman	 -	 ως	 προς	 την	 παράλειψη	 της	
εφαρμογής	 της	 αρχής	 της	 πληθικότητας	 -	 ότι	 τα	 νεαρά	 παιδιά	 είναι	
επιφορτισμένα	 με	 τις	 απαιτήσεις	 εκτέλεσης	 του	 έργου,	 και	 ότι	 πετυχαίνουν	
καλύτερες	επιδόσεις	όταν	ο	ερευνητής	αναλαμβάνει	την	απαρίθμηση.	
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Για	να	εξηγήσει	την	αποτυχία	των	μαθητών	στην	κρίση	του	κανόνα,	η	Gelman	
επικαλείται	 μεταξύ	 άλλων	 ακριβώς	 την	 μη	 πρόσβαση	 στον	 κανόνα	 της.	 Αυτή	 η	
παρατήρηση	 σκιαγραφεί	 τη	 μη	 συνειδητή	 πρόσβαση	 στη	 μνήμη	 των	 κανόνων	 ή	
στη	διαδικαστική	μνήμη	γενικότερα.	

Αυτό	εξηγεί	καλά	την	περίεργη	παρατήρηση	της	Fuson	ότι	μαθητές	οι	οποίοι	
έδειξαν	 στη	 δοκιμασία	 ότι	 γνώριζαν	 τον	 κανόνα	 αποτυγχάνουν	 σχεδόν	
ολοκληρωτικά	όταν	πρόκειται	να	κρίνουν	την	παραβίασή	του	από	κάποιον	άλλον	ή	
το	 επίσης	 παράξενο	 γεγονός,	 ότι	 ορισμένοι	 μαθητές	 επιτυγχάνουν	 αυθόρμητα,	
αλλά	 αποτυγχάνουν	 όταν	 δοκιμάζουμε	 να	 τούς	 κάνουμε	 να	 συνειδητοποιήσουν	
τον	κανόνα	που	εφαρμόζουν.			

Θα	κλείσουμε	την	επισκόπηση	ερευνών	για	την	απαρίθμηση	συμπληρώνοντας	
όσα	 έχουν	 προηγηθεί	 με	 περαιτέρω	 θεωρητικές	 επεξεργασίες	 της	 ομάδας	 των	
Steffe,	 von	Glasersfeld,	 Richards	 και	 Cobb.	Οι	 ερευνητικές	 εργασίες	 της	 εν	 λόγω	
ομάδας	 θεμελιώνονται	 στον	 κονστρουκτιβισμό16	 (Μπούφη,	 1995β	 -	 Κολέζα,	
2000).	Στο	δεύτερο	κεφάλαιο	του	βιβλίου	τους	με	τίτλο	«Τύποι	απαρίθμησης	των	
παιδιών,	φιλοσοφία,	θεωρία	και	εφαρμογή»	εκτίθεται	το	ακόλουθο	απόσπασμα:	

«...Το	πράγμα	που	μετρήσαμε	δεν	υπήρχε	πριν	το	απαριθμήσουμε,	αλλά	το	δημιουργούμε	
καθώς	προχωρούμε.	Αυτές	είναι	οι	πράξεις	δημιουργίας	τις	οποίες	απαριθμούμε»	(Steffe	et	
al.,	1983,	σ.	21).	

Αργότερα	 στο	 πέμπτο	 κεφάλαιο	 του	 προαναφερόμενου	 βιβλίου	 δίνεται	 ο	
ακόλουθος	ορισμός	για	την	απαρίθμηση:	

«Απαρίθμηση	είναι	η	παραγωγή	της	προφορικής	αριθμοακολουθίας,	ώστε	κάθε	αριθμητικό	
να	συνοδεύεται	με	την	παραγωγή	ενός	μοναδιαίου	στοιχείου»	(Steffe	et	al.,	1983,	σ.	116).	

Σύμφωνα	 με	 τον	 von	 Glasersfeld	 (1981)	 υπάρχει	 αριθμός	 όταν	 μια	 συλλογή	
λαμβάνεται	 κατά	 τρόπο	 ενοποιημένο	ως	άθροισμα	αριθμήσιμων	μονάδων,	 «μια	
μονάδα	 μονάδων	 ή	 ένας	 ακέραιος	 αριθμός».	 Σύμφωνα	 με	 την	 εν	 λόγω	 θεωρία	
εμφανίζονται	δύο	βασικές	«νοητικές	πράξεις»:	
                                                             
16	 Ο	 κονστρουκτιβισμός	 είναι	 μια	 θεωρία	 κατασκευής	 της	 γνώσης	 (μεταθεωρία).	 Αποδίδει	 βαρύνουσα	
σημασία	στην	υποκειμενική	 εμπειρία	 του	 γνωρίζοντος	υποκειμένου	και	 τις	προϋπάρχουσες	 γνώσεις	 του.	
Βασίστηκε	 στον	 πραγματισμό	 του	 Dewey	 και	 τη	 θεωρία	 του	 Piaget.	 Ο	 κοινωνικός	 κονστρουκτιβισμός	
υπογράμμισε	 τη	σημασία	 της	κοινωνικής	αλληλεπίδρασης	 (Vygotsy).	Ο	ριζοσπαστικός	κονστρουκτιβισμός	
(von	Glasersfeld)	συνάδει	με	τον	σχετικισμό.	Στη	διδασκαλία	των	Μαθηματικών	αμφισβήτησε	τη	διδακτική	
στρατηγική	 της	 αναμετάδοσης,	 επειδή	 στον	 πραγματικό	 κόσμο	 τα	 πάντα	 αρχίζουν	 με	 προβληματικές	
καταστάσεις.	 Ο	 σχηματισμός	 των	 μαθηματικών	 εννοιών	 επιτυγχάνεται	 μέσα	 από	 την	 επίλυση	
προβλημάτων	 και	 η	 μάθηση	 ενεργοποιείται	 μέσω	 αυτών.	 Παρά	 τις	 υπερβολές	 του	 ριζοσπαστικού	
κονστρουκτιβισμού	 κυρίως	 στην	 αποδοχή	 κάθε	 υποκειμενικής	 νοητικής	 κατασκευής	 των	 παιδιών,	 χωρίς	
αμφιβολία	έφερε	επανάσταση	στη	διδασκαλία	των	Μαθηματικών.	
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• Μια	λειτουργική	πράξη	μοναδοποίησης	(unitizing),	δηλαδή	κατασκευής	της	
έννοιας	 της	 μονάδας:	 τα	 παιδιά	 ξέρουν	 πρώτα	 να	 απαριθμούν	 μόνο	
αντιληπτικές	μονάδες	(συλλογές	αντικειμένων,	ήχους	που	ακούν	διαδοχικά)	
ή	 να	 κάνουν	 συναπαρίθμηση17	 και	 παραστατικές	 μονάδες,	 ύστερα	
απαριθμούν	 κινητικές	 μονάδες	 (για	 παράδειγμα	 απαριθμούν	 δάκτυλα,	 τα	
οποία	 απλώνουν	 διαδοχικά)	 και	 αργότερα	 λεκτικές	 ή	 αφηρημένες	
αριθμήσιμες	 μονάδες,	 όπως	 για	 παράδειγμα	 συμβαίνει	 στην	
προσαρίθμηση18	ή	στην	καθοδική	αρίθμηση19.	

• Μια	 λειτουργική	 πράξη	 ολοποίησης	 ή	 ενοποίησης	 (uniting),	 δηλαδή	
δημιουργίας	 σχηματισμών	 συνόλου:	 τα	 παιδιά	 παράγουν	 σύνθετες	
μονάδες,	 εάν	 οι	 μονάδες	 που	 απαριθμήθηκαν	 είναι	 για	 παράδειγμα	
«ζευγάρια»	ή	 «δωδεκάδες».	 Τότε	στην	παραγωγή	 των	μονάδων	 λαμβάνει	
χώρα	κάποιο	είδος	«συλλογικής	θεώρησης».	Για	να	βοηθήσουν	σε	αυτή	την	
πράξη	οι	Steffe	και	von	Glasersfeld	(1985)	προτείνουν	τη	χρήση	αστερισμών	
και	 ενός	 χρήσιμου	 γιαπωνέζικου	 υλικού	 το	 οποίο	 δίνει	 έμφαση	 στο	
σχηματισμό	ολοτήτων.		

Οι	εν	λόγω	ερευνητές	υπογράμμισαν	ότι	ένα	παιδί	είναι	ικανό	να	κατασκευάζει	τα	
μεμονωμένα	μοναδιαία	στοιχεία	που	απαριθμεί	 καθώς	και	σύνθετες	μοναδιαίες	
οντότητες.		

Σύμφωνα	 με	 αυτούς	 η	 «συλλογική	 θεώρηση»	 λαμβάνει	 χώραν	 εάν	 το	
αγγιζόμενο	αντικείμενο	είναι	μια	απλή	οντότητα.	Η	«συλλογική	θεώρηση»	είναι:		

«Μια	 πληθικότητα	 αισθητών	 σημάτων	 (οπτικών,	 απτικών,	 ακουστικών,	 κινητικών,	 ή	
εσωτερικών)	 και	 όχι	 μια	 πληθικότητα	 από	 ήδη	 συσταθέντα	 διακριτά	 εμπειρικά	 στοιχεία,	
όπως	οι	χάντρες	ή	τα	πιόνια»	(Steffe	et	al.,	1983,	σ.	4).	

Αυτή	 η	 υπόθεση	 είναι	 δύσκολο	 να	 κατανοηθεί	 χωρίς	 γνώση	 της	 θεωρίας	 που	
βρίσκεται	πίσω	από	αυτό.	Στο	παράρτημα	του	προαναφερόμενου	βιβλίου	(Steffe,	
von	Glasersfeld	et	al.,	 1983)	ο	von	Glasersfeld	αναλύει	 το	μοντέλο	 του,	 το	οποίο	

                                                             
17	 Συναπαρίθμηση	 ή	 ξαναμέτρημα	 (counting-all,	 recomptage):	 όταν	 το	 παιδί	 κατά	 την	 πρόσθεση	 δύο	
ποσοτήτων	αριθμεί	από	την	αρχή	(θεωρεί	τις	δύο	συλλογές	ως	μία).		
18	Προσαρίθμηση	ή	ανοδική	αρίθμηση	ή	πανωμέτρημα	(counting-on,	surcomptage):	όταν	το	παιδί	κατά	την	
πρόσθεση	δύο	ποσοτήτων	θεωρεί	ότι	η	πρώτη	συλλογή	είναι	ήδη	αριθμημένη	και	συνεχίζει	την	εκφώνηση	
της	αριθμοακολουθίας	αγγίζοντας	μόνο	τα	αντικείμενα	της	δεύτερης	συλλογής	(με	το	δάκτυλο	ή	νοερά).			
19	 Καθοδική	 αρίθμηση	 ή	 κατωμέτρημα	 (counting-down,	 décomptage):	 όταν	 το	 παιδί	 χρησιμοποιεί	 την	
αριθμοακολουθία	αντίστροφα.	Αυτό	παρατηρείται	κυρίως	στην	αφαίρεση.	Για	να	υπολογίσει	τη	διαφορά	
8-3	εκφωνεί:	«επτά,	έξι,	πέντε».	
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βασίζεται	στους	μηχανισμούς	της	προσοχής	(attentional	mechanisms).	Αναφέρεται	
στον	 Piaget,	 ο	 οποίος	 θεωρεί	 τους	 αριθμούς	 ως	 κατασκευές	 του	 ενεργητικού	
μυαλού,	 και	 περιγράφει	 την	 έννοια	 των	 αριθμήσιμων	 μονάδων.	 Αρχίζει	 την	
ανάλυσή	 του	 από	 τη	 βαθύτερη	 διαδικασία	 της	 παιδικής	 κατασκευής	 των	
μοναδιαίων	στοιχείων	περιγράφοντας	τη	διαδικασία	στην	οποία	ένα	αντικείμενο	
μπορεί	 να	 κατασκευαστεί	 και	 να	 αναγνωριστεί	 σε	 αντιδιαστολή	 προς	 το	 φόντο	
(βάθος:	 background).	 Τα	 αντικείμενα	 κατασκευάζονται	 και	 μπορούν	 να	
διακρίνονται	 μεταξύ	 τους	 με	 τη	 βοήθεια	 μιας	 αξιοπρόσεκτης	 διαδικασίας	
μοναδοποίησης	 (unifying),	 η	 οποία	 αποτελείται	 από	 εστιασμένα	 και	 μη	
εστιασμένα	 αξιοπρόσεκτα	 χειριστικά	 ερεθίσματα	 (attentional	 pulses	 operating)	
πάνω	 σε	 αισθησιο-κινητικά	 σήματα.	 Ο	 von	 Glasersfeld	 βασίζει	 το	 μοντέλο	 του	
πάνω	στις	αναφορές	πολλών	ευρημάτων.	“Προσοχή”	δεν	σημαίνει	μια	κατάσταση	
που	 εκτείνεται	 στο	 χρόνο,	 αλλά	 μια	 κανονική	 διαδοχή	 από	 μικρές	 στιγμές	
(τουλάχιστον	επτά	ή	οκτώ	το	δευτερόλεπτο).	Αισθησιο-κινητικά	σήματα	μπορούν	
ή	 δεν	 μπορούν	 να	 εγγράφονται	 το	 καθένα	 ως	 μικρές	 στιγμές.	 Εάν	 ένα	 σήμα	
εγγράφεται,	ονομάζεται	«εστιασμένο»,	εάν	όχι,	ονομάζεται	«μη	εστιασμένο».	Τα	
εστιασμένα	 και	 μη	 εστιασμένα	 αξιοπαρατήρητα	 ερεθίσματα	 (pulses)	 συνιστούν	
αντικείμενα	 τα	 οποία	 μπορούν	 να	 διακρίνονται	 από	 το	 φόντο.	 Η	 σύσταση	 ενός	
αντικειμένου	αρχίζει	με	μια	εστιασμένη	εγγραφή	που	ακολουθείται	 τουλάχιστον	
από	μια	εστιασμένη	εγγραφή	και	τερματίζεται	με	μια	άλλη	μη	εστιασμένη.		

Ο	von	Glasersfeld	αναφέρει	τον	Piaget,	ο	οποίος	ισχυρίζεται	ότι	τα	αισθησιο-
κινητικά	 στοιχεία	 από	 περισσότερες	 παρά	 από	 μια	 πηγές	 συντίθενται	 όταν	 το	
παιδί	κατασκευάζει	μια	έννοια	του	αντικειμένου.	Κάθε	στιγμή	που	εμπειρώμεθα,	
για	 παράδειγμα,	 ένα	 μήλο,	 αυτή	 η	 εμπειρία	 άρχισε	 με	 μια	 μη	 εστιασμένη	
εγγραφή,	 η	 οποία	 ακολουθήθηκε	 από	 εστιασμένες	 εγγραφές	 πάνω	 σε	
διαφορετικά	 οπτικά,	 απτικά	 κ.λπ.	 σήματα.	 Η	 εμπειρία	 τερματίζεται	 με	 ένα	
τουλάχιστο	μη	εστιασμένο	σήμα,	πριν	ακολουθήσει	ο,τιδήποτε	άλλο	στη	ροή	των	
εμπειριών.	Έτσι	αυτό	που	εμπειρώμεθα	ως	ένα	μήλο,	σύμφωνα	με	τις	θεωρίες	του	
von	Glasersfeld	είναι	μια	μονάδα	κατασκευασμένη	μέσω	«συλλογικής	θεώρησης»	
πολλών	 εστιασμένων	 σημάτων	 που	 κατασκευάζουν	 ένα	 όλον	 (πράγμα),	 στην	 εν	
λόγω	περίπτωση	ένα	μήλο.	

Ένα	νέο	νοητικό	στάδιο	θεωρείται,	 λέει	ο	 von	Glasersfeld,	όταν	 το	παιδί	δεν	
είναι	μόνο	ικανό	να	εμπειράται	ένα	μήλο	αλλά	μήλα.	Εάν	τα	παιδιά	κατανοούν	την	
πληθικότητα,	 πρέπει	 να	 είναι	 ικανά	 να	 παρακολουθούν	 τα	 ίχνη	 ενός	 ορισμένου	
συνδυασμού	 ειδικών	 σημάτων,	 τα	 οποία	 φαίνονται	 ως	 ένα	 όλον,	 το	 οποίο	
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επιστρέφει	 στις	 επαναλαμβανόμενες	 εμπειρίες.	 Κατασκευάζουν	 τότε	 μια	
«πολλότητα»	 (αντίληψη	 των	 πολλών:	 manyness)	 από	 ίδια	 πράγματα.	 Αυτή	 η	
πολλότητα	όμως	δεν	είναι	περιορισμένη.	Η	πληθικότητα	σε	αυτό	το	επίπεδο	δεν	
είναι	ακόμα	ένα	σύνολο.	Ο	von	Glasersfeld	το	αποκαλεί	«πλήθος»	(lot).	

Στο	επόμενο	επίπεδο,	με	άλλα	λόγια,	η	μη	περιορισμένη	πληθικότητα	γίνεται	
σύνολο.	 Αυτό	 συμβαίνει	 για	 παράδειγμα	 εάν	 τα	 παιδιά	 προσέξουν	 το	 τραπέζι	
πάνω	 στο	 οποίο	 είναι	 τοποθετημένα	 μήλα.	 Αυτό	 το	 τραπέζι	 τότε	 αποτελεί	 ένα	
μοναδιαίο	 (uniting)	φόντο	για	αυτά,	και	η	πληθικότητα,	-	«το	πλήθος»	-	 γίνεται	
ένα	 περιορισμένο	 σύνολο.	 Αυτό	 το	 σύνολο	 όμως	 δεν	 είναι	 ακόμα	 καθόλου	
αριθμός,	αφού	δεν	έχει	απαριθμηθεί.	

Αυτό	το	τελευταίο	βήμα	στην	κατασκευή	της	έννοιας	του	αριθμού,	θεωρείται	
ο	 αξιοπρόσεκτος	 σχηματισμός	 που	 αποκαλείται	 «πλήθος»	 και	 επιβάλλεται	 ο	
αξιοπρόσεκτος	 σχηματισμός	 (pattern)	 ο	 οποίος	 συγκροτείται	 από	 μοναδιαία	
στοιχεία.	Η	εμπειρία	«των	μήλων	πάνω	στο	 τραπέζι»	άρχισε	και	 τελείωσε	με	μη	
εστιασμένα	σήματα,	και	παρήγαγε	έτσι	ένα	μοναδιαίο	στοιχείο,	ένα	αντικείμενο.	
Εντός	αυτού	του	μοναδιαίου	στοιχείου,	όμως,	ένα	περιορισμένο	ποσό	από	άλλα	
μοναδιαία	στοιχεία	μπορεί	να	αναγνωρίζεται.	

Η	νοητική	δομή	«μια	μονάδα	από	μονάδες»,	θα	έπρεπε	να	 ικανοποιεί	όλους	
τους	όρους	της	έννοιας	του	αριθμού,	κάτι	που	ήδη	είχε	τονιστεί	από	τον	Ευκλείδη.	
Αυτή	 η	 «έννοια	 του	 αριθμού»	 πρέπει	 να	 διακρίνεται	 από	 την	 «έννοια	 του	
αριθμού»	 στο	 κανονικό	 νόημα	 που	 της	 αποδίδουμε:	 η	 δική	 μας	 έννοια	 του	
αριθμού	εμπεριέχει	τις	ποσοτικές	όψεις	των	συναθροίσεων.	Αυτή	η	ποσοτική	όψη,	
σύμφωνα	 με	 τον	 von	 Glasersfeld,	 είναι	 πάνω	 απ’	 όλα	 ένα	 αποτέλεσμα	 της	
βαθμιαίας	διαδικασίας	των	δραστηριοτήτων	απαρίθμησης	των	παιδιών.	

Έτσι	 οι	 θεωρίες	 του	 von	Glasersfeld	 υποθέτουν	 ότι	 υπάρχουν	 πολύ	 πρώιμες	
εμπειρίες,	 οι	 οποίες	 αποτελούν	 πηγή	 της	 έννοιας	 της	 ποσότητας.	 Τις	 ονομάζει	
«βασική	 εμπειρία	 αριθμητικότητας».	 Αυτές	 οι	 εμπειρίες	 προηγούνται	 από	 τη	
χρήση	των	αριθμητικών	ψηφίων.	Άλλη	πηγή	της	έννοιας	της	ποσότητας,	η	οποία	
προηγείται	από	τη	χρήση	των	ψηφίων,	είναι	η	πρώιμη	ανεπτυγμένη	ικανότητα,	να	
διακρίνουν	 ανάμεσα	 σε	 ομάδες	 που	 περιέχουν	 δύο	 ή	 τρία	 πράγματα	 και	
αποκαλούνται	 «σχηματισμοί	 άμεσης	 εκτίμησης»	 (subitizing	 patterns)	 (von	
Glasersfeld,	1982,	Steffe	et	al.,	1983).		

ΟΙι	Steffe,	von	Glasersfeld,	Richards	και	Cobb	(1983),	ορίζουν	την	απαρίθμηση	
ως	 την	 παραγωγή	 της	 αριθμοακολουθίας,	 στην	 οποία	 κάθε	 αριθμητικό	
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ακολουθείται	 από	 την	 παραγωγή	 ενός	 μοναδιαίου	 στοιχείου.	 Οι	 αριθμήσιμες	
μονάδες	 (unit	 items),	 σύμφωνα	 με	 τον	 von	 Glasersfeld,	 είναι	 αξιοπρόσεκτοι	
σχηματισμοί	 μη	 εστιασμένων	 εγγραφών	 λειτουργικών	 ερεθισμάτων	 (pulse-like	
function).	Τα	παιδιά	είναι	ενήμερα	για	τις	αριθμήσιμες	μονάδες,	για	παράδειγμα	
«τα	 απαριθμηθέντα	 αντικείμενα»,	 ανάλογα	 με	 την	 πρόοδό	 τους	 στο	 αντίστοιχο	
επίπεδο	αφαίρεσης.	Αναγνωρίζονται	5	είδη	αριθμήσιμων	μονάδων:	αντιληπτικές,	
παραστατικές,	κινητικές,	λεκτικές	και	αφηρημένες	(Steffe	et	al.,	1982).	

• Οι	 αντιληπτικές	 αριθμήσιμες	 μονάδες	 (perceptual	 unit	 items),	 οι	 οποίες	
απαριθμούνται	 συνδέονται	 με	 αντικείμενα	 του	 πραγματικού	 κόσμου	 τα	 οποία	
αντιλαμβάνεται	το	παιδί	(τα	βλέπει,	τα	ακούει,	τα	αγγίζει,	κ.λπ.),	(βλ.	Steffe	et	al.,	
1983,	σσ.	22-23).		

• Οι	 παραστατικές	 αριθμήσιμες	 μονάδες	 (figural	 unit	 items)	 παράγονται	 όταν	
μερικά	 ή	 όλα	 τα	 στοιχεία	 που	 πρέπει	 να	 απαριθμηθούν	 είναι	 κρυμμένα	 και	 το	
παιδί	προσπαθεί	να	τα	οπτικοποιήσει	παράγοντας	με	τη	φαντασία	του	δικές	του	
συλλογές	 αισθητηριακών	 αντικειμένων,	 οι	 οποίες	 δεν	 είναι	 διαθέσιμες	 στο	
αντιληπτικό	τους	πεδίο	(βλ.	Steffe	et	al.,	1983,	σσ.	50-54).		

• Οι	 κινητικές	 αριθμήσιμες	 μονάδες	 (motor	 unit	 items)	 παράγονται	 όταν	 το	 παιδί	
δείχνει	πάνω	σε	μια	κρυμμένη	συλλογή	από	στοιχεία.	Φυσικές	κινήσεις,	όπως	για	
παράδειγμα	 το	 σήκωμα	 δακτυλικών	 σχηματισμών,	 αποτελούν	 αριθμήσιμες	
κινητικές	μονάδες	(βλ.	Steffe	et	al.,	1983,	σσ.	55-60).		

• Οι	 λεκτικές	 αριθμήσιμες	 μονάδες	 (verbal	 unit	 items)	 υποδηλώνουν	 μια	
υποκατάσταση	 από	 τα	 αντιληπτικά	 μοναδιαία	 στοιχεία,	 αλλά	 σε	 αυτή	 την	
περίπτωση	δεν	εμπλέκεται	το	άγγιγμα.	Οι	αριθμοί	αντιπροσωπεύουν	αριθμήσιμα	
στοιχεία	στον	πραγματικό	κόσμο.	Κάθε	αριθμός	είναι	ένδειξη	για	ένα	πραγματικό	
αντικείμενο.	 Η	 ένδειξη	 «πέντε»	 -ή	 «ο	 πέμπτος»-	 πρέπει	 έτσι	 να	 είναι	 η	 ανα-
παράσταση20	για	ένα	 	πράγμα	που	τοποθετείται	μετά	από	τη	χρησιμοποίηση	της	
ένδειξης	«τέσσερα»	(βλ.	Steffe	et	al.,	1983,	σσ.	60-66).		

• Οι	αφηρημένες	αριθμήσιμες	μονάδες	(abstract	unit	items)	χρησιμοποιούνται	όταν	
το	 παιδί	 δεν	 χρησιμοποιεί	 πλέον	 την	 αριθμοακολουθία,	 για	 παράδειγμα	 τις	
ενδείξεις	 για	 τα	 πραγματικά	 αντικείμενα21.	 Ένα	 αριθμητικό	 εσωκλείει	 όλα	 τα	
στοιχεία	της	συλλογής.		

                                                             
20	Οι	εκπρόσωποι	της	κοσντρουκτιβιστικής	ομάδας	των	ερευνητών	(Steffe,	von	Glasersfeld,	Richards,	Cobb)	
σε	μεταγενέστερες	αναφορές	χρησιμοποιούν	τη	λέξη	«ανα-παράσταση»	με	μια	ενωτική	παύλα	για	να	την	
διακρίνουν	από	την	έκφραση	«νοητική	αναπαράσταση»,	όπως	χρησιμοποιείται	στη	Γνωστική	Ψυχολογία.	
21	 Εάν	 τίθεται	 ένα	 πρόβλημα	 όπως	 το	 ακόλουθο:	 «έχεις	 επτά	 μπίλιες	 (κροταλίζουν	 οι	 μπίλιες	 σε	 ένα	
μεταλλικό	δοχείο)	και	δίνονται	ακόμα	τέσσερις.	Πόσες	μπίλιες	θα	έχεις	όλες	μαζί;»	και	 το	παιδί	απαντά:	
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Ο	 όρος	 εσώκλειση	 (integration)	 που	 χρησιμοποιήθηκε	 από	 την	 Fuson,	
προσαρμόστηκε	 στη	 θεωρία	 των	 	 Steffe	 et	 al.	 (1983),	 οι	 οποίοι	 εξήγησαν	 την	
εσώκλειση	ως	

	«την	 εφαρμογή	 του	 μοτίβου	 της	 αντιληπτικής	 μονάδας	 (the	 attentional	 unit	 pattern)	 σε	
οποιαδήποτε	 πληθικότητα	 στοιχείων.	 Είναι	 η	 πράξη	 της	 συνένωσης	 (act	 of	 uniting)	
σύμφωνα	 με	 την	 οποία	 μπορεί	 κανείς	 επίσης	 να	 θεωρεί	 διακριτά	 μοναδιαία	 αντικείμενα	
(distinct	unitary	items)»	(σελ.	67).		

Η	 λειτουργική	 πράξη	 της	 εσώκλεισης	 (operation	 of	 integration)	 είναι	 ένα	
συστατικό	 ενός	 πιο	 ισχυρού	 γνωστικού	 σχήματος	 που	 ονομάζεται	 διεργασία	
προοδευτικής	 εσώκλεισης	 (progressive	 integration	 operation).	 Μια	 διεργασία	
προοδευτικής	εσώκλεισης	είναι	μια	λειτουργία	ολοκλήρωσης	που	εφαρμόζεται	σε	
υλικό	 που	 περιλαμβάνει	 τα	 αποτελέσματα	 της	 προηγούμενης	 εφαρμογής	 της	
διεργασίας	εσώκλεισης.	Η	έννοια	της	διεργασίας	προοδευτικής	εσώκλεισης	είναι	
μια	 σημαντική	 θεωρητική	 κατασκευή	 στην	 εργασία	 τους,	 γιατί	 οριοθετεί	 την	
ικανότητα	των	παιδιών	να	επιτυγχάνουν	σε	ορισμένες	προβληματικές	καταστάσεις	
που	έχουν	μια	δομή	μέρους-όλου.	Για	τους	Steffe	και	Cobb	(1988),	η	επίτευξη	των	
διεργασιών	 προοδευτικής	 εσώκλεισης	 ήταν	 αναγκαία	 για	 την	 επίτευξη	 των	
αντιστρέψιμων	διεργασιών	μέρους-όλου	στις	πρώτες	βαθμίδες.	Στο	σχήμα	μέρους	
όλου	 θα	 αναφερθούμε	 στο	 κεφάλαιο	 4.	 Σε	 σχέση	 με	 την	 «καταμέτρηση	 για	
μετάβαση	 στον	 απόλυτο»	 της	 Fuson	 (1988),	 εάν	 η	 τελευταία	 λέξη	 που	
εκφωνήθηκε	 έχει	 έννοια	 απόλυτου	 αριθμού,	 που	 κατέστη	 δυνατή	 με	 την	
εφαρμογή	 μιας	 διεργασίας	 εσώκλεισης,	 το	 επόμενο	 αριθμητικό	 που	 εκφωνείται	
μετά	 την	 τελευταία	 λέξη	 μπορεί	 να	 έχει	 απόλυτη	 έννοια,	 κ.λπ.	 Δηλαδή,	 τα	
αριθμητικά	 (αριθμολέξεις)	 που	 χρησιμοποιούνται	 στην	 απαρίθμηση	 έρχονται	 να	
παραστήσουν	 διακριτές	 πληθικότητες	 τις	 οποίες	 οι	 Steffe	 και	 Cobb	 (1988)	
ονόμασαν	αφηρημένες	σύνθετες	μονάδες	(abstract	composite	units)	.	

Σε	άλλη	μελέτη	τους	οι	Steffe	και	Cobb	(1988)	προσδιόρισαν	5	διαδοχικά	στάδια	
αριθμητικής	σκέψης	των	παιδιών.		

	

	

                                                                                                                                                                                          
«Υπάρχουν	 επτά	 αρχικά	 ...	 οκτώ,	 εννιά,	 δέκα	 έντεκα...	 έντεκα!»,	 αναγνωρίζεται	 ως	 «αφηρημένη	
απαρίθμηση».	Για	να	είναι	το	παιδί	 ικανό	να	κάνει	προσαρίθμηση,	πρέπει	να	γνωρίζει	ότι	η	λέξη	«επτά»	
παριστάνει	 μια	 συλλογή	 μοναδιαίων	 στοιχείων.	 Θα	 πρέπει	 να	 γνωρίζει	 ότι	 εάν	 οι	 μπίλιες	 είχαν	
απαριθμηθεί,	 η	 καθεμιά	 από	 αυτές	 θα	 συνδεόταν	 με	 έναν	 ειδικό	 αριθμό	 σύμφωνα	 με	 την	 ομάδα	 των	
ερευνητών.	
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Πιο	 συγκεκριμένα,	 το	 παιδί	 του	 σταδίου	 3	 απαριθμεί	 αφηρημένες	 αριθμήσιμες	
μονάδες	 (Steffe	et	al.,	1983,	σσ.	66-72),	ενώ	το	παιδί	των	σταδίων	1	και	2	έχουν	
κατασκευάσει	μόνο	προαριθμητικές	έννοεις	(Steffe	et	al.,	1983,	σελ.	73).	Είναι	σε	
θέση	 να	 κάνει	 προσαρίθμηση	 σε	 προβλήματα	 πρόσθεσης	 και	 ελλείποντος	
προσθετέου	ή	καθοδική	αρίθμηση	για	να	βρεί	διαφορές	(π.χ.	στην	αφαίρεση	8-2	
μετρά	 αντίστροφα	 δύο	 μονάδες	 ξεκινώντας	 από	 το	 8).	 Το	 παιδί	 του	 	 σταδίου	 4	
μπορεί	 να	 υπολογίζει	 με	 καθοδική	 αρίθμηση	 (π.χ.	 στην	 αφαίρεση	 8-6	 κάνει	
αντίστροφη	 αρίθμηση	 μέχρι	 το	 6	 ξεκινώντας	 από	 το	 8	 και	 απαριθμώντας	 2	
βήματα)	και	σε	καταστάσεις	αφαίρεσης	είναι	σε	θέση	επιλέγει	την	πιο	κατάλληλη	
στρατηγική	(καθοδική	αρίθμηση	μέχρι,	καθοδική	αρίθμηση	από).	Στη	διαφορά	19-
11,	 το	παιδί	 του	4ου	σταδίου	είναι	σε	θέση	να	μετρήσει	από	19	μέχρι	11	και	να	
απαριθμεί	τα	βήματα.	Έχει	επίγνωση	ότι	η	αριθμοακολουθία	από	το	1	μέχρι	το	11	
ένα	μέρος	της		αριθμοακολουθίας	από	το	1	έως	19,	έτσι	εσωκλείει	το	11	στο	19	και	
ως	 εκ	 τούτου	 είναι	 σε	 θέση	 να	 προβλέψει	 το	 αποτέλεσμα	 της	 καθοδικής	
αρίθμησης	μέχρι	το	11.	Το	παιδί	του	σταδίου	5	έχει	κατακτήσει	τη	σχέση	μέρους-
όλου.	 Έτσι	 σε	 καταστάσεις	 πρόσθεσης	 και	 αφαίρεσης	 μπορεί	 να	 χρησιμοποιεί	

Στάδιο	1	 (αντιληπτική	απαρίθμηση):	 Το	παιδί	 του	σταδίου	1	 χαρακτηρίζεται	ως	
απαριθμητής	 αντιληπτικών	 αριθμήσιμων	 μονάδων	 και	 περιορίζει	 τις	
απαριθμήσεις	 του	στα	ανικείμενα	που	μπορτεί	να	αντιληφθεί	 (π.χ.	όσα	βλέπει,	
ακούει,	κ.λπ.).		

Στάδιο	 2	 (παραστατική	 απαρίθμηση):	 Το	 παιδί	 του	 σταδίου	 2	 απαριθμεί	
παραστατικές,	κινητικές	και	λεκτικές	 	αριθμήσιμες	μονάδες.	Η	πρόοδος	από	τις	
αντιληπτικές,	 στις	 παραστατικές,	 τις	 κινητικές	 και	 τις	 λεκτικές	 μονάδες	
αντιπροσωπεύουν	σταδιακή	απεξάρτηση	από	αισθητηριακή	εμπειρία.		

Στάδιο	3	(αρχική	αριθμοακολουθία):	Στο	στάδιο	3	το	παιδί	χειρίζεται	με	επιτυχία	
τη	σειρά	των	αρχικών	αριθμών	όταν	σε	προβλήματα	πρόσθεσης	με	κρυμένη	την	
πρώτη	συλλογή	προβαίνει	σε	προσαρίθμηση.		

Στάδιο	 4	 (Σιωπηρά	 εσωκλεισμένη	 αριθμοακολουθία):	 Το	 παιδί	 του	 	 σταδίου	 4	
πρεβαίνει	σε	επιτυχή	χρήση	της	διπλής	αρίθμησης	(ανοδικής	και	καθοδικής).		

Στάδιο	 5	 (Ρητά	 εσωκλεισμένη	 αριθμοακολουθία):	 Το	 παιδί	 του	 σταδίου	 5	 έχει	
κατασκευάσει	τη	λειτουργική	πράξη	μέρους-όλου,	η	οποία	αποτελεί	ορόσημο	για	
την	 αριθμητική	 του	 ανάπτυξη.	 Τα	 παιδιά	 του	 σταδίου	 5	 έχουν	 επίγνωση	 ότι	 η	
πρόσθεση	και	η	αφαίρεση	είναι	αντίστροφες	πράξεις.		



57	
 

στρατηγικές	 αντιστάθμισης,	 κατέχει	 την	 έννοια	 της	 δεκάδας	 και	 την	
αντιμεταθετική	ιδιότητα	της	πρόσθεσης	(π.	χ.	Steffe,	et	al.,	1988,	σελ.	150-151).	

Περισσότερες	 λεπτομέρειες	 για	 το	 προαναφερόμενο	 θεωρητικό	 μοντέλο	 και	
αντίστοιχες	 ελληνικές	 έρευνες,	 ο	 αναγνώστης	 θα	 βρει	 στα:	 Καφούση	 &	
Σκουμπουρδή	(2008)	και	Μπούφη	(1995α,	1995γ,	1995δ).	

Τα	 παιδιά	 που	 απαριθμούν	 αφηρημένες	 μονάδες	 έχουν	 ανεξαρτητοποιηθεί	
από	τα	υποκατάστατα	των	πραγματικών	αντικειμένων	(π.χ.	δάκτυλα).	Διενεργούν	
στοχαστική	αφαίρεση	από	τα	μοναδιαία	στοιχεία,	τα	οποία	εκάστοτε	παράγουν.	Η	
απαρίθμησή	 τους	 ήταν	 λειτουργική	 παρά	 αντιληπτική	 ή	 παραστατική.	
«Λειτουργική»	 σκέψη	 στη	 θεωρία	 του	 Piaget	 είναι	 ό,τι	 χαρακτηρίζει	 το	
συγκεκριμένο	λειτουργικό	επίπεδο,	ενώ	η	«παραστατική»	σκέψη	αντιπροσωπεύει	
το	προλειτουργικό	σύμφωνα	με	τους	Steffe,	von	Glasersfeld	κ.	ά.		

Έχουμε	 τη	 γνώμη	 ότι	 οι	 εν	 λόγω	 ερευνητές,	 παρότι	 η	 εργασία	 τους	 είναι	
διεισδυτική,	δεν	καταφέρνουν	να	δείξουν	με	ποιο	τρόπο	συντονίζονται	οι	νοητικές	
πράξεις	 της	 μοναδοποίησης	 και	 ολοποίησης.	 Κατά	 βάση	 ασχολούνται	 με	 την	
πρώτη	 πράξη,	 δηλαδή	 με	 την	 πράξη	 σχηματισμού	 αριθμήσιμων	 μονάδων	 και	
προβαίνουν	 σε	 μια	 ιεραρχική	 ταξινόμηση	 των	 παιδιών:	 υπάρχουν	 παιδιά	 που	
απαριθμούν	 αντιληπτικές	 μονάδες,	 παιδιά	 που	 απαριθμούν	 παραστατικές	
μονάδες,	 παιδιά	 που	 απαριθμούν	 κινητικές	 ή	 λεκτικές	 ή	 αφηρημένες	 μονάδες	
(Steffe	et	al.,	1983).	

Σε	ό,τι	αφορά	τη	δεύτερη	νοητική	πράξη	(ολοποίηση)	οι	εν	λόγω	συγγραφείς	
διατείνονται	 ότι	 τα	 παιδιά	 την	 προσεγγίζουν	 μόνο	 στο	 τέλος	 της	 διαδικασίας	
κατασκευής	 της	 νέας	 μονάδας.	 Στα	 πρώτα	 τους	 γραπτά	 θεωρούσαν	 ότι	 μόνο	 τα	
παιδιά	 που	 απαριθμούν	 αφηρημένες	 μονάδες	 είναι	 ικανά	 γι’	 αυτήν	 την	 πράξη.	
Στην	 πρώτη	 αυτή	 έκδοση	 της	 θεωρίας	 τους	 τα	 παιδιά	 έχουν	 πρόσβαση	 στον	
αριθμό	 μόνο	 τη	 στιγμή	 που	 αντιστοιχεί	 στο	 στάδιο	 του	 προχωρημένου	
υπολογισμού	(Steffe	et	al.,	1983).	Όμως	σε	μεταγενέστερα	γραπτά	δέχονται	ότι	η	
πράξη	 της	 ολοποίησης	 είναι	 δυνατή	 και	 νωρίτερα,	 προτού	 το	 παιδί	 γνωρίζει	 να	
αριθμεί	αφηρημένες	μονάδες	(Steffe	&	von	Glasersfeld,	1985).	Σύμφωνα	με	τους	
συγγραφείς	 το	 κριτήριο	 για	 την	 «τελική	 πραγματοποίηση»	 είναι	 ότι	 το	 παιδί	
πρέπει	 αυθόρμητα	 να	 χρησιμοποιεί	 την	 προσαρίθμηση	 και	 μερικά	 είδη	 διπλής	
αρίθμησης.	 Έτσι	 τονίζουν	 τον	 σχηματισμό	 της	αφηρημένης	 έννοιας	 του	αριθμού	
στο	παιδί.		
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Όμως	 υπάρχουν	 ελλιπείς	 συνδέσεις	 ανάμεσα	 στο	 υψηλότερο	 επίπεδο	
απαρίθμησης	 που	 περιγράφηκε	 από	 το	 κονστρουκτιβιστικό	 μοντέλο	 και	 στις	
χαμηλότερες	υποϊκανότητες,	όπως	είναι	η	σύνδεση	με	 τη	«διπλή	αρίθμηση»	και	
τα	«γνωστά	αριθμητικά	αποτελέσματα»	Η	διπλή	αρίθμηση22	δεν	θα	οδηγήσει	στην	
ικανότητα	άμεσων	απαντήσεων	στους	αριθμούς	1-10	και	1-20.	O	Cobb	αναφέρει:	

Η	 πιο	 σημαντική	 παιδαγωγική	 επίπτωση	 είναι	 ότι	 τα	 παιδιά	 που	 δεν	 απαριθμούν	 στο	
αφηρημένο	 επίπεδο	 δεν	 θα	 έπρεπε	 να	 ασκηθούν	 στην	 εκμάθηση	 των	 βασικών	
αποτελεσμάτων,	ακόμα	και	αν	αυτό	αποτελεί	άμεση	προτεραιότητα.	Παρότι	η	διδασκαλία	
μπορεί	να	είναι	επιτυχής,	για	μερικά	παιδιά	που	απαριθμούν	αφηρημένες	μονάδες	θα	ήταν	
καλύτερο	να	ενθαρρύνουμε	 την	 επινόηση	στρατηγικών	σκέψης.	Και	αυτές	οι	στρατηγικές	
έχουν	 ως	 προαπαιτούμενο	 την	 επίτευξη	 του	 αφηρημένου	 σταδίου	 απαρίθμησης.	 (Cobb,	
1986,	σσ.	146-147)	

Οι	επινοημένες	κατασκευές	σκέψης	τονίζουν	τον	κατασκευαστικό	χαρακτήρα	της	
μάθησης,	 όμως	 απαιτούν	 υψηλή	 ευλυγισία	 (γνώση	 της	 λειτουργικής	 σχέσης	
μέρους-όλου)	και	δείχνουν	την	κατάκτηση	της	αφηρημένης	έννοιας	του	αριθμού..	
Όμως	 σε	 συνδυασμό	 με	 τον	 σκεπτικισμό	 στη	 χρήση	 εποπτικών	 μέσων	 ελάχιστα	
παιδιά	 τις	 φανερώνουν.	 Η	 κονστρουκτιβιστική	 θεωρία	 κατασκευής	 του	 αριθμού	
εμπεριέχει	ορισμένα	αναπάντητα	ερωτήματα	όπως	είναι	τα	ακόλουθα:	

• Με	ποιους	τρόπους	μπορούμε	να	ενθαρρύνουμε	τα	παιδιά	να	εφευρίσκουν	
ή	να	ανακαλύπτουν	στρατηγικές	σκέψης.		

                                                             
22	Διπλή	ανοδική	αρίθμηση	(double	comptage):	στην	προσαρίθμηση	αν	η	δεύτερη	συλλογή	δεν	είναι	άμεσα	
ορατή		(π.	χ.	είναι	σκεπασμένη),	το	παιδί	πρέπει	να	κινείται	ταυτόχρονα	σε	δύο	αριθμοακολουθίες	(αυτήν	
που	 επιτρέπει	 τη	 συνέχιση	 της	 αρίθμησης	 και	 αυτήν	 που	 ελέγχει	 τον	 πλήθος	 των	 αντικειμένων	 της	
δεύτερης	 συλλογής).	Παράδειγμα:	 «Σε	 ένα	 λεωφορείο	 είναι	 4	 παιδιά	 και	 ανέβηκαν	μερικά	ακόμα.	 Τώρα		
υπάρχουν	στο	σχολικό	λεωφορείο	7	παιδιά.	Πόσα	παιδιά	ανέβηκαν;»	(4+x=7:	πρόβλημα	συμπληρώματος	ή	
ελλείποντος	προσθετέου).	

5,		6,		7	®		προσαρίθμηση	ή	ανοδική	αρίθμηση	
1,		2,		3	®		έλεγχος	του	πλήθους	της	συλλογής			(“πέντε	είναι	1,		έξι	είναι	2,	επτά	είναι	3”)	

Στην	ίδία	στρατηγική	καταλήγει	ακόλουθη	εντολή:	«μέτρησε	3	αριθμούς	ξεκινώντας	από	το	5»	(βλ.	Steffe	κ.	
α.,	1983,σ.	43)	
	
Διπλή	καθοδική	αρίθμηση	(double	comptage):	σε	ένα	πρόβλημα	ελλείποντος	αφαιρετέου,	το	παιδί	πρέπει	
να	 κινείται	 ταυτόχρονα	 σε	 δύο	 αριθμοακολουθίες	 (αυτήν	 που	 επιτρέπει	 τη	 συνέχιση	 της	 καθοδικής	
αρίθμησης	και	αυτήν	που	ελέγχει	τον	πλήθος	των	βημάτων).	Παράδειγμα:	«Ο	Κωστής	είχε	8	καραμέλες	και	
έφαγε	μερικές	και	τώρα	έχει	3	καραμέλες.	Πόσες	καραμέλες	έφαγε;»	(8-x=3).	
	

7,		6,		5	®			καθοδική	αρίθμηση	
1,		2,		3	®		έλεγχος	του	πλήθους	των	βημάτων	συλλογής			(“επτά	είναι	1,		έξι	είναι	2,	πέντε	είναι	3”)	
	



59	
 

• Και	 ειδικότερα:	 ποιες	 γνώσεις	 πρέπει	 να	 αποκτηθούν	 από	 τα	 παιδιά	 των	
προνοερών	επιπέδων	για	να	μεταβάλουν	προοδευτικά	τις	στρατηγικές	τους	
και	να	φτάσουν	στο	αφηρημένο	στάδιο	απαρίθμησης	και	την	επινόηση	των	
στρατηγικών	σκέψης;		

• Ποιες	 δραστηριότητες	 με	 εποπτικά	 και	 εκφραστικά	 μέσα	 θα	 μπορούσαν	
λειτουργήσουν	 ως	 «γνωστικές	 γέφυρες»	 διευκολύνοντας	 και	
προετοιμάζοντας	τις	εν	λόγω	κατασκευές;	

Μια	απόπειρα	απαντήσεων	στις	προαναφερόμενες	ερωτήσεις	επιχειρεί	να	δώσει	
σχετική	ερευνητική	εργασία	μας	(Κόσυβας,	2001).		
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ	3Ο	
	

	

	

	

3.1.	Εισαγωγή	στις	θεμελιώδεις	έννοιες	της	θεωρίας	του	Piaget	

Ο	 Piaget	 ενδιαφέρθηκε	 για	 την	 διαδοχική	 ανακατασκευή	 της	 γνώσης.	 Η	 θεωρία	
του	 για	 τη	 γνωστική	 ανάπτυξη	 κυοφορήθηκε	 στο	 πεδίο	 της	 γενετικής	
επιστημολογίας	και	προσπαθεί	να	περιγράψει	τη	διαδρομή	από	την	οποία	περνά	
το	 γνωρίζον	 υποκείμενο	 μέχρι	 να	 φθάσει	 στην	 τυπική	 υποθετικο-παραγωγική	
σκέψη.		

Το	κυριότερο	γνώρισμα	της	θεωρίας	του	Piaget	είναι	η	έμφαση	που	δίνει	στην	
κατασκευή	ή	στη	γένεση	από	το	 ίδιο	το	υποκείμενο	των	νοητικών	του	δομών.	Το	
υποκείμενο	 σχηματίζει	 τις	 γνώσεις	 του	 σε	 αλληλεπίδραση	 με	 το	 αντικείμενο.	
Καθώς	δρα	πάνω	στο	περιβάλλον	του	αναπτύσσεται	γνωστικά	με	τρόπο	αργό	και	
πολλές	 φορές	 δύσκολο	 και	 οικοδομεί	 βαθμιαία	 τη	 σκέψη	 του.	 Για	 τον	 Piaget	 η	
απόκτηση	 της	 γνώσης	 με	 την	 πλατειά	 έννοια	 και	 η	 εξέλιξη	 της	 νοημοσύνης	
σημαίνουν	ακριβώς	το	ίδιο	πράγμα	(Kamii	&	Devries,	1979).	

Βασικός	 παράγοντας	 της	 νοητικής	 εξέλιξης	 είναι	 η	 εξισορρόπηση	
(équilibration)	που	προκύπτει	από	ανισορροπίες	 (déséquilibres).	Η	ανάπτυξη	 του	
παιδιού	στο	γνωστικό	τομέα		δεν	είναι	μια	γραμμική	συσσώρευση	γνώσεων,	αλλά	

Ισοπληθικότητα	και	
διατήρηση	του	αριθμού	

ΚΕΦΑΛΑΙΟ	

3 

Στο	 κεφάλαιο	 εξετάζουμε	 θα	 σημαντικότερα	 ερευνητικά	 ευρήματα	από	
τις	δημοφιλείς	έρευνες	του	Piaget	για	τη	γένεση	της	έννοιας	του	αριθμού	
στο	 παιδί.	 Μεταξύ	 άλλων	 παρουσιάζονται	 έρευνες	 για	 την	
ισοπληθικότητα	(τόσα-όσα)	και	τη	σύγκριση	συλλογών,	τη	διατήρηση	της	
ποσότητας	και	τη	σχέση	μέρους-όλου.	Επιπλέον	αναπτύσσεται	ο	αριθμός	
ως	 λειτουργική	 σύνθεση	 διάταξης	 και	 εγκλεισμού.	 Τέλος,	 παρατίθενται	
νεότερα	ερευνητικά	αποτελέσματα	για	τη	σχέση	της	απαρίθμησης	με	τη	
διατήρηση	 του	αριθμού	 και	 γίνεται	 μια	 κριτική	αποτίμηση	 της	θεωρίας	
του	Piaget.		
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μια	 αλυσίδα	 προσωρινών	 ισορροπιών	 που	 τις	 ακολουθούν	 ρήξεις.	 Όταν	
διαταράσσεται	 η	 προηγούμενη	 γνωστική	 ισορροπία	 (δηλαδή	 οι	 αρχικές	
καταφάσεις	και	αρνήσεις),	τα	παιδιά	καταλήγουν	σε	αντιφάσεις	και	συγκρούσεις	
στο	 γνωστικό	 τομέα	 (Μαραγκουδάκης,	 1981).	 Όταν	 απαλειφθούν	 οι	 αντιφάσεις	
και	 οι	 συγκρούσεις,	 αποκαθίσταται	 η	 ισορροπία,	 έχουμε	 δηλαδή	
επανεξισορρόπηση	 (réequilibration).	 Η	 εξισορρόπηση	 είναι	 μια	 διαδικασία	
αντιστάθμισης	ανάμεσα	στις	εξωτερικές	διαταράξεις	 	και	τις	δραστηριότητες	του	
υποκειμένου.	Η	εξισορρόπηση	είναι	η	προοδευτική	προσαρμογή	του	υποκειμένου	
ανάμεσα	 σε	 δύο	 βασικούς	 πόλους	 δραστηριότητας:	 την	 αφομοίωση	 και	 τη	
συμμόρφωση.	

Με	 την	αφομοίωση	 (assimilation)	 το	 υποκείμενο	 ενσωματώνει	 τα	 εξωτερικά	
δεδομένα	 (αντικείμενα,	 γεγονότα,	 φαινόμενα),	 τοποθετώντας	 τα	 σε	 σχήματα	
πράξης	 τα	 οποία	 του	 είναι	 γνωστά.	 Με	 τη	 συμμόρφωση	 (accomodation)	 το	
υποκείμενο	τροποποιεί	τα	δικά	του	νοητικά	σχήματα,	για	να	τα	προσαρμόσει	στα	
εξωτερικά	 δεδομένα.	 Η	 δραστηριότητα	 του	 υποκειμένου	 απέναντι	 στην	
πραγματικότητα	είναι	μια	συνεχής	αναπροσαρμογή-εξισορρόπηση	ανάμεσα	στην	
αφομοίωση	(με	την	έννοια	της	διατήρησης	και	σταθεροποίησης	των	γνωστών	και	
ήδη	 επεξεργασμένων	 σχημάτων)	 και	 στη	 συμμόρφωση	 (με	 την	 έννοια	 της	
τροποποίησης	 και	 ανάπτυξης	 νέων	 σχημάτων,	 πιο	 προσαρμοσμένων)	 (Bang,	
1989).	 Η	 εξισορρόπηση	 είναι	 αποτέλεσμα	 μιας	 αυτορρύθμισης,	 η	 οποία	
παραπέμπει	στη	διατήρηση	του	παλιού	και	στην	κατασκευή	του	νέου	και	εξηγεί	τη	
μετάβαση	από	 ένα	 κατώτερο	 επίπεδο	σ’	 ένα	άλλο	ανώτερο.	Μ’	 αυτό	 τον	 τρόπο	
λειτουργεί	η	αυθόρμητη	δραστηριότητα	του	υποκειμένου.	

Τη	 γένεση	 αυτής	 της	 δραστηριότητας	 μελέτησε	 ο	 Piaget,	 και	 διαίρεσε	 τη	
συνολική	διαδρομή	εξέλιξης	του	αναπτυσσόμενου	ανθρώπου	σε	στάδια	γνωστικής	
ανάπτυξης:	 αισθησιοκινητική	 νοημοσύνη,	 προεννοιολογική	 συμβολική	 σκέψη,	
εποπτική	σκέψη,	συγκεκριμένη	σκέψη,	αφηρημένη	λογική	σκέψη.		

Η	σκέψη	με	τη	μορφή	άμεσων	αισθησιοκινητικών	εμπειριών	κατά	την	πρώιμη	
περίοδο	της	ζωής	αντικαθίσταται	από	μια	περισσότερο	αφηρημένη	σκέψη,	όπου	
εικόνες	 και	 λέξεις	 μπορούν	 να	 χρησιμοποιούνται	 ως	 σύμβολα	 για	 πραγματικά	
αντικείμενα	κατά	τη	διάρκεια	της	προλειτουργικής	περιόδου,	η	οποία	αρχίζει	κατά	
το	δεύτερο	 έτος.	 Κατά	 τη	διάρκεια	αυτής	 της	περιόδου	όμως	 το	παιδί	 λαμβάνει	
υπόψη	(σκέπτεται)	τα	φαινόμενα	όπως	αυτά	εμφανίζονται	όταν	αποκτά	εμπειρίες	
με	έναν	αισθησιοκινητικό	τρόπο.	Η	υπέρβαση	του	σταδίου	της	αισθησιοκινητικής	
νοημοσύνης	συντελείται	με	 την	εσωτερίκευση	και	 τη	συμβολική	αναπαράσταση:	
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κατά	 το	 τέλος	 του	 αισθησιοκινητικού	 σταδίου	 το	 παιδί	 μπορεί	 να	
αναδημιουργήσει	 εσωτερικές	 μιμήσεις	 της	 εξωτερικής	 πραγματικότητας	 και	 να	
παραγάγει	 νοητικές	 εικόνες.	 Την	 ανάκληση	 περασμένων	 δραστηριοτήτων	 στο	
παρόν	 ο	 Piaget	 την	 ονομάζει	 ανεσταλμένες	 μιμήσεις.	 Οι	 ανεσταλμένες	 μιμήσεις	
είναι	 νοερές	 	 παραστάσεις	 που	 συνιστούν	 σύμβολα	 και	 συνεισφέρουν	 στην	
παραπέρα	ανάπτυξη	της	σκέψης	(Richmond,	1970).	

Κατά	 το	 επόμενο	 στάδιο,	 το	 συγκεκριμένο	 λειτουργικό	 στάδιο,	 το	 οποίο	
αρχίζει	περίπου	στην	ηλικία	των	7	ετών,	τα	παιδιά	διενεργούν	μετασχηματισμούς	
φαινομένων	 που	 αντιλήφθηκαν	 πρόωρα	 σε	 ένα	 άλλα	 όπου	 δεν	 έχουν	 ακόμα	
εμπειρίες.	Είναι	για	παράδειγμα	ικανά	να	λύνουν	μια	πράξη	μέσω	αντιστρέψιμης	
σκέψης.	Όμως	η	σκέψη	σε	αυτό	το	επίπεδο	αναφέρεται	ακόμα	σε	συγκεκριμένους	
μετασχηματισμούς	 ή	 εικόνες	 συγκεκριμένων	 μετασχηματισμών.	 Τα	 παιδιά	 μόνο	
στο	 τυπικό	 λειτουργικό	 στάδιο,	 που	 αρχίζει	 από	 την	 εφηβεία,	 είναι	 σε	 θέση	 να	
σκέπτονται	 με	 σύμβολα	 που	 δεν	 σχετίζονται	 με	 την	 πραγματικότητα	 και	 να	
φαντάζονται	 πράγματα	 και	 δραστηριότητες.	 Αρχικά	 στην	 εφηβεία	 μπορούν	 να	
κάνουν	υποθέσεις	και	να	συμπεραίνουν	τι	θα	μπορούσε	να	συμβεί,	σύμφωνα	με	
διαφορετικές	υποθέσεις.	

Θεμελιακό	 ρόλο	 στο	 συντονισμό	 των	 νοερών	 πράξεων	 του	 υποκειμένου	 και	
την	εξασφάλιση	συνοχής	διαδραματίζει	η	αντιστρεψιμότητα	(réversibilité).	

Ο	Piaget	ονομάζει	λειτουργικές	πράξεις	 (opérations)	 τις	εσωτερικευμένες	και	
εσωτερικεύσιμες	λογικές	ενέργειες,	που	είναι	αντιστρέψιμες	και	οργανωμένες	σε	
συνολικές	 δομές.	 Διακρίνει	 δύο	 είδη	 αντιστρεψιμότητας	 (Παρασκευόπουλος,	
1984):	 την	 αναίρεση	 και	 την	 αντιστάθμιση.	 Με	 την	 αναίρεση	 (inversion)	 	 μια	
λογική	πράξη	μπορεί	να	διεκπεραιωθεί	νοητικά	προς	την	αντίθετη	κατεύθυνση	και	
έτσι	 να	 ακυρώσει	 την	 προηγούμενη	 (π.	 χ.	 συνένωση	 πρωτογενών	 τάξεων	 και	
διαχωρισμός	 τους).	 Με	 την	 αντιστάθμιση	 σε	 κάθε	 νοητική	 πράξη	 υπάρχει	 μια	
αντίθετη	 πράξη,	 που	 ισοσταθμίζει	 το	 αποτέλεσμα	 της	 πρώτης,	 χωρίς	 να	 την	
καταργεί.	Το	αποτέλεσμα	των	καταστάσεων	παράγει	ισοδυναμία.	(π.χ.	3×5=15	και	
15:5=3	ή	15:3=5,	εξίσωση	δύο	μεριδίων	διαφορετικού	πλήθους	με	αυξομείωση).	

Ο	 Piaget	 διακρίνει	 τρεις	 μεγάλες	 περιοχές	 γνώσης:	 τη	 γνώση	 της	 φυσικής	
πραγματικότητας,	 τη	 γνώση	 της	 κοινωνικής	 πραγματικότητας	 και	 τη	 λογικο-
μαθηματική		γνώση	(Kamii	&	Devries,	1979).	Πηγή	της	λογικο-μαθηματικής	γνώσης	
για	τον	Piaget	είναι	το	ίδιο	το	υποκείμενο.	Η	διατήρηση	του	αριθμού	π.χ.	είναι	μια	
ιδιότητα	την	οποία	εισάγει	το	ίδιο	το	παιδί	πάνω	στα	αντικείμενα.	Για	να	πετύχει	
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τη	διατήρηση	 του	αριθμού,	δεν	αρκεί	η	 εμπειρική	παρατήρηση,	αλλά	πρέπει	 να	
βασίσει	την	κρίση	του	στο	συλλογισμό.	

Η	 διατήρηση	 παράγεται	 με	 το	 συντονισμό	 των	 λογικών	 πράξεων	 του	
υποκειμένου,	 είναι	 μια	 λογική	 κατασκευή,	 μια	 παραγωγή	 (déduction).	 Η	 μη	
διατήρηση	οφείλεται	 στο	 γεγονός	ότι	 το	υποκείμενο	αφήνεται	 να	αιχμαλωτιστεί	
από	 την	 άμεση	 εμπειρία,	 από	 τα	 δεδομένα	 της	 αντίληψης:	 τις	 αλλοιώσεις	 της	
μορφής,	 του	 μοιράσματος,	 τις	 μεταθέσεις	 των	 ενδείξεων	 χωρικής	 ή	 χρονικής	
φύσης,	 την	απουσία	συντονισμού	 των	δυνατών	απόψεων	με	 τη	δική	 του.	 Για	 τη	
διατήρηση	θα	αναφερθούμε	εκτενέστερα	λίγο	παρακάτω.		

Η	λογικο-μαθηματική	γνώση	δεν	προέρχεται	απ’	ευθείας	από	τα	πράγματα,	το	
υποκείμενο	 την	 κατασκευάζει	 βήμα-βήμα,	 ενεργώντας	 πάνω	στα	 πράγματα	 	 και	
εγκαθιστώντας	σχέσεις	μεταξύ	τους,	στη	συνέχεια	σχέσεις	μεταξύ	σχέσεων	κ.ο.κ.	
(Πατρώνης,	 1996).	 Η	 γνώση	 της	 φυσικής	 και	 η	 γνώση	 της	 κοινωνικής	
πραγματικότητας	 για	 το	 μικρό	 παιδί	 μένουν	 στο	 πρώτο	 επίπεδο	 αφαίρεσης-
γενίκευσης,	δηλαδή	στη	γνώση	των	πραγμάτων.	

Ο	 Piaget	 διακρίνει	 δύο	 είδη	 αφαίρεσης:	 την	 εμπειρική	 και	 τη	 στοχαστική	
αφαίρεση.	 Η	 εμπειρική	 αφαίρεση	 αναφέρεται	 στα	 φυσικά	 αντικείμενα	 ή	 στις	
υλικές	 όψεις	 της	 δράσης	 του	 υποκειμένου	 και	 βγάζει	 πληροφορίες	 από	 τα	
παρατηρήσιμα.	Παραδείγματα	απλής	ή	εμπειρικής	αφαίρεσης	είναι	το	χρώμα,	το	
βάρος,	 το	 σχήμα,	 οι	 διάφορες	 ιδιότητες	 του	 αντικειμένου	 (σπασμένο,	 κυρτό,	
διπλωμένο	 ή	 σχισμένο).	 Η	 στοχαστική	 αφαίρεση	 (abstraction	 réfléchissante)	
αφορά	τον	συντονισμό	των	πράξεων	του	υποκειμένου,	οι	οποίες	ασκούνται	πάνω	
στο	αντικείμενο	και	οδηγεί	στην	επεξεργασία	και	συγκρότηση	μορφών	από	το	ίδιο	
το	υποκείμενο	(σχήματα,	πράξεις,	δομές),	(Bang,	1989).	

Η	απαρίθμηση	μιας	συλλογής	χαλικιών	με	διάφορους	 τρόπους	και	η	εύρεση	
του	 ίδιου	 απόλυτου	 αριθμού,	 όπως	 είδαμε	 και	 στην	 «αρχή	 της	 οποιασδήποτε	
σειράς»,	 συνιστά	 στοχαστική	 αφαίρεση,	 διότι	 ούτε	 ο	 αριθμός,	 ούτε	 η	 σειρά	 της	
απαρίθμησης	 είναι	 φυσικές	 ιδιότητες	 που	 έχουν	 τα	 βοτσαλάκια.	 Άλλο	
παράδειγμα:	“το	Α	είναι	μεγαλύτερο	του	Β”	δεν	υφίσταται	ούτε	στο	Α	ούτε	στο	Β.	
Τη	 δημιουργεί	 το	 παιδί	 όταν	 συσχετίζει	 τα	 αντικείμενα	 Α	 και	 Β.	 Η	
λογικομαθηματική	γνώση	δημιουργείται	με	στοχαστική	αφαίρεση.	

Η	 στοχαστική	 αφαίρεση	 έχει	 δύο	 όψεις:	 την	 προβολική	 αφαίρεση	
(réfléchissement),	 η	 οποία	 περικλείει	 την	 προβολή	 και	 μεταβίβαση	 των	
προηγούμενων	στοιχείων	 σε	ανώτερο	 επίπεδο,	 και	 τον	αναστοχασμό	 (réfléxion),	
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που	αποτελεί	μια	γενίκευση	με	αναδιοργάνωση	και	ανακατασκευή	πάνω	στο	νέο	
ανώτερο	 επίπεδο	 αυτού	 που	 βγήκε	 από	 το	 κατώτερο	 επίπεδο	 (Piaget,	 1976).	
Ανάμεσα	 στην	 εμπειρική	 και	 τη	 στοχαστική	 αφαίρεση	 ο	 Piaget	 ορίζει	 την	
“ψευδοεμπειρική	αφαίρεση”,	σύμφωνα	με	την	οποία,	καθώς	το	υποκείμενο	δρα	
πάνω	 στο	 αντικείμενο,	 τροποποιεί	 ορισμένες	 ιδιότητες	 του	 αντικειμένου	 και	 με	
ένα	συντονισμό	δραστηριοτήτων	καταλήγει	σε	ορισμένες	πράξεις,	 τις	οποίες	δεν	
διαπιστώνει	πάνω	στα	αντικείμενα,	αλλά	τις	ανάγει	στην	αρχή	της	δράσης	και	τις	
προβλέπει	ως	αποτέλεσμα.	

Η	 μελέτη	 της	 στοχαστικής	 αφαίρεσης	 συνεχίζεται	 κατά	 τρόπο	 φυσικό	 με	 τη	
μελέτη	της	γενίκευσης	(généralisation).	Ο	Piaget	διακρίνει	δύο	τύπους	γενίκευσης:	
την	 επαγωγική	 γενίκευση	 (généralisation	 inductive),	 που	 ξεκινά	 από	 την	
παρατήρηση	 (εμπειρική	 αφαίρεση)	 για	 να	 καταλήξει	 σε	 προβλέψεις,	 και	 την	
κατασκευαστική	 γενίκευση	 (généralisation	 constructive)	 που	 αφορά	 τις	 πράξεις	
του	υποκειμένου	και	καταλήγει	στη	γένεση	νέων	μορφών	και	νέων	περιεχομένων.	

Όσα	 αναφέρθηκαν	 εφαρμόζονται	 στην	 κατασκευή	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	
από	το	παιδί.		

3.2. Σύσταση	ισοπληθικών	συλλογών	

O	Piaget	 και	 οι	 συνεργάτες	 του	ήταν	οι	πρώτοι	που	 τόνισαν	ότι,	 όταν	 τα	παιδιά	
μαθαίνουν	 να	 απαγγέλλουν	 την	 αριθμοακολουθία,	 έχουν	 μπροστά	 τους	 μακρύ	
δρόμο	να	διανύσουν	για	την	κατανόηση	του	αριθμού.	Πεντάχρονα	παιδιά,	παρότι	
απαριθμούν	 σωστά,	 συχνά	 αποτυγχάνουν	 να	 χρησιμοποιήσουν	 την	 απαρίθμηση	
ως	εργαλείο	για	την	επίλυση	προβλημάτων.	Για	τον	Piaget	το	κλειδί	για	την	έννοια	
του	 αριθμού	 είναι	 η	 ισοπληθικότητα	 (equinumerisity),	 δηλαδή	 η	 ιδέα	 ότι	 δύο	
σύνολα	έχουν	τον	ίδιο	αριθμό	στοιχείων	αν	και	μόνο	αν	τα	μέλη	τους	μπορούν	να	
τεθούν	σε	αντιστοιχία	ένα	προς	ένα.		

Ο	Piaget	επινόησε	πειραματικά	έργα	σύμφωνα	με	τα	οποία	παρουσίαζε	πάνω	στο	
τραπέζι	μια	διάταξη	από	μάρκες	και	ζητούσε	από	τα	παιδιά	να	πάρουν	από	έναν	
άλλο	 σωρό	 μαρκών	 ισάριθμες	 με	 αυτές	 της	 διάταξης.	 Οι	 διατάξεις	 ήταν	 πέντε	
διαφορετικών	τύπων	(Piaget	&	Szeminska,1941/1991):	

• Διάσπαρτες	συλλογές,	(π.χ	15	μάρκες	διευθετημένες	τυχαία	πάνω	στο	τραπέζι).	

• Δομημένες	διατάξεις	σε	σχηματισμούς	σειρών	(όχι	κλειστές).	

• Δομημένες	 κλειστές	 διατάξεις	 (κύκλος	 με	 9	 μάρκες,	 σπιτάκι	 με	 19	 μάρκες,	 κύκλος	 με	
γωνία	δεξιά),	όπου	το	πλήθος	των	μαρκών	δεν	εξαρτιόταν	από	το	σχήμα.	
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• Δομημένες	 διατάξεις	 με	 καθορισμένους	 αριθμούς,	 όπως	 τετράγωνο	 (με	 9	 μάρκες),	
σταυρός	(με	5	μάρκες),	ορθογώνιο	τρίγωνο	(με	6	μάρκες),	όπου	το	πλήθος	των	μαρκών	
σχετιζόταν	με	το	σχήμα.	

• Σύνθετες	 και	 μη	 οικείες	 διατάξεις,	 όπου	 το	 σχήμα	 καθοριζόταν	 από	 τον	 αριθμό	 των	
μαρκών	(ρόμβος	με	13	μάρκες).	

Ο	Piaget	παρατήρησε	ότι	παιδιά	ηλικίας	4-5	 χρονών,	παρότι	απαριθμούσαν,	δεν	
μπορούσαν	 να	 χρησιμοποιήσουν	 την	 απαρίθμηση	 για	 να	 συστήσουν	 μια	
ισοπληθική	συλλογή	μαρκών,	όταν	οι	διατάξεις	μπορούσαν	να	σχηματιστούν	για	
διαφορετικές	 πληθικότητες,	 και	 έτσι	 αποτύγχαναν.	 Όμως	 μπορούσαν	 να	
συστήσουν	τη	σωστή	συλλογή	για	προσδιορισμένους	αριθμούς	αντιγράφοντας	τη	
δομή	 της	 διάταξης.	 Ο	 Piaget	 κατέληξε	 στο	 συμπέρασμα	 ότι	 τα	 παιδιά	
επιχειρούσαν	 να	 αναπαραγάγουν	 το	 συνολικό	 σχήμα,	 παρά	 να	 δημιουργήσουν	
συλλογή	 ισάριθμων	 μαρκών.	 Τα	 ακόλουθο	 είναι	 ένα	 αντιπροσωπευτικό	
παράδειγμα	που	αναφέρεται	από	τον	Piaget.		

HUG	(5	ετών)	λέει	για	μια	συνάθροιση	με	15	μάρκες:	«Δεν	ξέρω	πόσα	υπάρχουν	από	αυτά.	
Δεν	ξέρω	πώς	να	το	κάνω	(για	να	βρω	τόσα).	-	Δοκίμασε.	-	(συγκεντρώνει	μερικές	μάρκες,	
τις	 οποίες	 στη	 συνέχεια	 αραιώνει	 κατά	 τέτοιο	 τρόπο	 ώστε	 να	 πετύχει	 ομοιότητα	 με	 το	
μοντέλο.)	-	Είναι	το	ίδιο	πράγμα;	-	Ναι.	-Πόσα	υπάρχουν	εδώ	(στο	μοντέλο);	-Δεν	ξέρω.	
-Τότε	 πώς	 ξέρεις	 ότι	 είναι	 το	 ίδιο	 πράγμα;	 -	 Κοίταξα	 δύο	 φορές	 (το	 μοντέλο	 και	 το	
αντίγραφο).	Είναι	εκεί.»		(Piaget	&	Szeminska,1941/1991,	σ.	89)	

Ο		Hug,	αντιμέτωπος	με	μια	μη	δομημένη	διάταξη,	είπε	ότι	δεν	μπορούσε	να	βρει	
τον	 σωστό	 αριθμό	 μαρκών.	 Όταν	 παροτρύνθηκε	 από	 τον	 ερευνητή	 να	
προσπαθήσει,	 άπλωσε	 μερικές	 μάρκες	 πάνω	 στο	 τραπέζι	 και	 είπε	 ότι	 έχουν	 τον	
ίδιο	 αριθμό.	 Αλλά	 όταν	 ο	 ερευνητής	 ρώτησε	 πόσες	 μάρκες	 υπήρχαν,	 αυτός	 δεν	
γνώριζε,	 παρότι	 συγκράτησε	 ότι	 υπήρχαν	 πάνω	 στο	 τραπέζι	 τόσες	 μάρκες	 όσες	
είχε	πάρει	ο	ίδιος	και	είχε	κοιτάξει	δύο	φορές	(Nunes	&	Bryant,	1996).			

Όταν	 τα	 μικρά	 παιδιά	 ήταν	 αντιμέτωπα	 με	 δομημένες	 διατάξεις	 που	
μπορούσαν	 να	 κατασκευαστούν	 με	 διαφορετικούς	 αριθμούς	 μαρκών,	
αναπαρήγαγαν	 το	 σχήμα	 -γραμμή,	 κύκλο,	 δεξιά	 γωνία-	 και	 προσπάθησαν	 να	
πάρουν	το	μέγεθος	από	τη	διάταξη	αλλά	δεν	μέτρησαν	τις	μάρκες	για	να	πάρουν	
τον	 ίδιο	 αριθμό.	 Λίγο	 μεγαλύτερα	 παιδιά	 ήταν	 περισσότερο	 προσεκτικά	 στην	
αναπαραγωγή	 της	 διάταξης,	 κοιτάζοντας	 προσεκτικά	 στο	 μοντέλο	 και	
προσπαθώντας	 να	βάλουν	κάτω	μια	μάρκα	στο	σχήμα	 τους	 για	 κάθε	μάρκα	 του	
μοντέλου.	 Βεβαίως	 αυτή	 η	 αντιστοιχία	 ένα	 προς	 ένα	 είναι	 δύσκολη	 όταν	 οι	
αριθμοί	είναι	μεγάλοι.	
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Ο	 Piaget	 λοιπόν	 παρατήρησε	 ότι	 όταν	 μερικά	 παιδιά	 είχαν	 αναφέρει	 ότι	
μέτρησαν	τις	μάρκες	στις	μη	δομημένες	διατάξεις	και	όταν	ρωτήθηκαν	αν	έχουν	
πάρει	το	σωστό	αριθμό	μαρκών	από	τον	σωρό,	δεν	βάσισαν	την	κρίση	τους	στον	
αριθμό	που	βρήκαν	από	την	απαρίθμηση.	Ο	Gis,	ηλικίας	πεντέμισι	χρονών	(Piaget	
&	Szeminska,1941/1991,	σ.	95)	(ή	5;6)23,	ρωτήθηκε	εάν	υπήρχαν	ακριβώς	ισάριθμα	
στις	δύο	διατάξεις,	ενώ	ο	ερευνητής	τον	ενθάρρυνε	να	απαριθμήσει.	Έτσι	ο	Piaget	
συμπέρανε	ότι	μικρά	παιδιά	που	γνώριζαν	πώς	να	μετρούν	δεν	χρησιμοποιούσαν	
την	απαρίθμηση	για	να	συστήσουν	μια	 ισοπληθική	συλλογή	ή	για	να	εκτιμήσουν	
αν	 δύο	 σύνολα	 έχουν	 τον	 ίδιο	 αριθμό	 στοιχείων.	Μόνο	 τα	 μεγαλύτερα	 παιδιά	
ηλικίας	(5;6	ώς	6	χρονών),	βασίστηκαν	στην	απαρίθμηση	για	να	βρουν	τον	σωστό	
αριθμό	μαρκών	(Nunes	&	Bryant,	1996).	

Η	ισοπληθικότητα	με	βάση	την	απαρίθμηση	μελετήθηκε	από	την	Meljac.	Η	εν	
λόγω	ψυχολόγος	 ζήτησε	από	 τα	 παιδιά	 να	 «ντύσουν	 ταυτόχρονα	 τις	 κούκλες	 με	
φορέματα»,	 τα	 οποία	 βρίσκονταν	 λίγο	 μακρύτερα	 από	 τα	 παιδιά.	 Τα	
αποτελέσματα	της	δοκιμασίας	ήταν	τα	ακόλουθα	(Meljac	,	1979):	

Εξέλιξη	της	επιτυχίας	ανάλογα	με	την	ηλικία	στη	δοκιμασία	με	τις	κούκλες	(C.	Meljac	,	1979,	σ.	89)	

ΠΛΗΘΙΚΟΤΗΤΑ	 ΗΛΙΚΙΕΣ	 1Η	ΔΟΚΙΜΗ	 2Η	ΔΟΚΙΜΗ	

4	κούκλες	
4-4;6	
5-5;6	

40%	
64%	

65%	
72%	

6	κούκλες	
4-4;6	
5-5;6	
6-6;6	

15%	
28%	
90%	

	
41%	

9	κούκλες	
5-5;6	
6-6;6	
7	έτη	

14%	
25%	
55%	

	
70%	
100%	

	

Η	 ερευνήτρια	 διαπιστώνει:	 παρότι	 η	 πλειονότητα	 των	 παιδιών	 ηλικίας	 5	 ώς	 5;6	
(80%)	 μετρούν	 μέχρι	 το	 6,	 μόνο	 το	 41%	 μπορούν	 να	 απαριθμήσουν	 σωστά	 τις	
κούκλες	στη	δεύτερη	προσπάθεια.	Επίσης	ενώ	το	100%	των	παιδιών	ηλικίας	6	ώς	
6;6	ετών	μετρούν	ώς	το	9	το	70%	μπορούν	να	απαριθμήσουν	σωστά	τις	κούκλες	
στη	 δεύτερη	 δοκιμή.	 Σημειώνει	 ότι	 είναι	 εμφανής	 η	 δυσκολία	 των	 παιδιών	 να	
κατακτήσουν	την	έννοια	του	αριθμού	(ισοπληθικότητα).	

                                                             
23	Ο	συμβολισμός	5;6	δηλώνει	5	έτη	και	6	μήνες.	
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Σε	μια	άλλη	έρευνα	ο	Gréco	 (1962)	 ζήτησε	από	παιδιά	ηλικίας	 τεσσάρων	ώς	
οκτώ	χρονών	να	αντιγράψουν	σχηματισμούς	μαρκών	της	ακόλουθης	μορφής:	

	

Η	εν	λόγω	δοκιμασία	αποκάλυψε	τα	ακόλουθα	επίπεδα	συμπεριφοράς:	
Επίπεδο	0	(Συνολική	αποτυχία):	το	παιδί	δεν	κατανοεί	την	εντολή	και	αδιαφορεί	για	το	πρόβλημα.	

Επίπεδο	1	(Ολική	οπτική	εκτίμηση	και	ποιοτική	αντιγραφή	του	σχηματισμού):	Η	ισότητα	των	δύο	
συλλογών	 –μεταξύ	 προτύπου	 και	 αντιγράφου–	 γίνεται	 με	 αντιληπτική	 εκτίμηση.	 Οι	
παρατηρούμενες	διευθετήσεις	συνίστανται	 στην	προσθήκη	ή	απόσπαση,	πύκνωση	ή	
αραίωση	μαρκών.	

Επίπεδο	 2	 (Μεθοδική	 αντιστοίχιση	 ένα	 προς	 ένα):	 τα	 παιδιά	 επικεντρώνουν	 ή	 μετακινούν	
συστηματικά	το	βλέμμα	τους	για	να	επιτύχουν	την	αντιστοίχιση.	

Επίπεδο	 3	 (Προκαταρκτική	 απαρίθμηση):	 τα	 παιδιά	 απαριθμούν	 την	 αρχική	 συλλογή	 και	
σχηματίζουν	 ισάριθμη	 συλλογή.	 Για	 να	 την	 επιχύχουν	 δεν	 ασχολούνται	 καθόλου	 με	
την	χωρική	διευθέτηση.	

Τα	αποτελέσματα	των	μαθητών	στην	προηγούμενη	δοκιμασία	ως	προς	την	ηλικία	
παρουσιάζονται	στον	ακόλουθο	πίνακα:	

ΠΙΝΑΚΑΣ	
Κατανομή	των	επιπέδων	απάντησης	των	παιδιών	σε	συνάρτηση	με	την	ηλικία	

(σύμφωνα	με	τον	Gréco,	1962)	

Ομάδες	
ηλικιών	

Σύνολο	
Επίπεδα	

0	 1	 2	 3	
4;6–5	ετών	 10	 6	 4	 –	 –	
5–5;6	ετών	 10	 –	 8	 2	 –	
5;6–6	ετών	 10	 1	 2	 4	 3	
6–6;6	ετών	 15	 –	 2	 9	 4	
6;6–7	ετών	 10	 –	 4	 4	 2	
7–7;6	ετών	 10	 –	 1	 –	 9	
7;6–8	ετών	 10	 –	 –	 4	 6	
8–8;6	ετών	 10	 –	 –	 –	 10	

ΣΥΝΟΛΟ	 85	 7	 21	 23	 34	
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Οι	 έρευνες	 του	 Gréco	 έδειξαν	 ότι	 μόνο	 μετά	 το	 7ο	 έτος	 τα	 παιδιά	 μπορούν	 να	
απαριθμούν	 ένα	 σύνολο	 9	 αντικειμένων	 και	 να	 σχηματίζουν	 ένα	 ισοπληθικό	
σύνολο.	 Τα	 μικρότερα	 παιδιά	 σχηματίζουν	 συλλογές	 στην	 τύχη,	 ενώ	 άλλα	
αντιγράφουν	 σφαιρικά	 την	 «αντιληπτική	 φιγούρα»	 που	 τους	 παρουσιάζουν.	 Ο	
Gréco	 σημειώνει	 ότι	 τα	 παιδιά	 τα	 οποία	 απαριθμούν	 δεν	 φτάνουν	 πάντοτε	 σε	
επιτυχία	 στις	 δοκιμασίες	 διατήρησης.	 Ορισμένα	 μάλιστα	 αρνούνται	 να	 δεχθούν	
την	 ισότητα	 των	 δύο	 συνόλων	 μετά	 την	 τροποποίηση	 της	 χωρικής	 διευθέτησης,	
ενώ	αρχικά	είχαν	επαληθεύσει	ότι	ήταν	 ισοπληθικά.	Η	απαρίθμηση	ήταν	αρχικά	
ένα	 εργαλείο	 εγκαθίδρυσης	 της	 αντιστοιχίας	 ανάμεσα	 στις	 λέξεις	 της	
αριθμοακολουθίας	και	τα	αντικείμενα	ανεξάρτητα	από	τη	σειρά.	Εμφανίζεται	έτσι	
ως	 μια	 στρατηγική	 με	 την	 οποία	 μπορούμε	 να	 καταλήξουμε	 σε	 επιτυχίες.	 Αυτές	
όμως	 παραμένουν	 προσωρινές	 και	 απατηλές,	 αφού	 έχουν	 απλώς	 υπόσταση	
εμπειρικών	αληθειών.	

Η	Fuson	(1988)	βρήκε	ποσοτικά	δεδομένα	στην	ικανότητα	των	παιδιών	ηλικίας	
3,5	ώς	6	χρονών	να	κατασκευάζουν	συλλογές	αντικειμένων.	Έδωσε	στα	παιδιά	δύο	
τύπους	 έργων:	 Στο	 πρώτο	 ζητούσε	 από	 τα	 παιδιά	 να	 σχηματίσουν	 ένα	
καθορισμένο	 πλήθος	 αντικειμένων,	 χωρίς	 την	 επίδειξη	 των	 αντικειμένων	 που	
παριστάνουν	 αυτό	 το	 σύνολο.	 Στο	 δεύτερο	 έργο	 έδειχνε	 στα	 παιδιά	 σειρές	 από	
κόκκινες	μάρκες	 (poker	 chips)	 και	 ζητούσε	από	 τα	παιδιά	 να	 της	προμηθεύσουν	
ισάριθμες	μπλε	μάρκες,	έργο	παρόμοιο	με	αυτό	του	Piaget.	

Η	 ικανότητα	 των	 παιδιών	 για	 τη	 σύσταση	 ενός	 συνόλου	 δοσμένης	
πληθηκότητας	ήταν	μάλλον	καλή,	εκτός	από	παιδιά	κάτω	των	τεσσάρων	ετών,	τα	
οποία	δεν	μέτρησαν	 τις	μάρκες	 για	 να	δημιουργήσουν	 τις	 ζητούμενες	συλλογές.	
Στις	 άλλες	 ηλικίες	 τα	 περισσότερα	 ή	 όλα	 τα	 παιδιά	 μέτρησαν	 τις	 μάρκες	 και	
πέτυχαν	λύσεις	με	χρήση	της	απαρίθμησης.	Από	το	εύρημα	αυτό	προκύπτει	ότι	οι	
δυσκολίες	 των	 παιδιών	 στη	 δημιουργία	 ισοπληθικών	 συλλογών	 δεν	 πρέπει	 να	
αποδοθούν	 στην	 ανικανότητά	 τους	 να	 παραγάγουν	 ένα	 σύνολο	 δοσμένης	
πληθικότητας.	Στο	δεύτερο	έργο	η	Fuson	εξέτασε	και	την	επιτυχία	των	παιδιών	στη	
σύσταση	 ισοπληθικών	 συλλογών	 και	 τις	 στρατηγικές	 που	 χρησιμοποίησαν.	 Τα	
ευρήματα	παρουσιάζονται	στο	παρακάτω	σχήμα:	
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Ποσοστά	σωστής	επίδοσης	ως	προς	την	ηλικία	στη	σύσταση	ισοπληθικών	συνόλων	με	
καθορισμένη	πληθικότητα	ή	όχι	

Έργα	
Ηλικία	

3½	ώς	4	 4	ώς	4½	 4½	ώς	5	 5	ώς	5½	 5½	ώς	6	

		Δημιουργία	ισοπληθικού	συνόλου	 	 	 	 	 	
1.	Σύνολο<10	(7	και	9	μάρκες)	 17	 71	 54	 71	 83	
2.	10<σύνολο<20	(16	και	18	μάρκες)	 21	 42	 58	 42	 71	
		Σύσταση	συνόλου	καθορισμένης	πληθικότητας	 	 	 	 	 	
1.	Σύνολο<10	(7	και	8	μάρκες)	 25	 92	 75	 79	 92	
2.	10<σύνολο<20	(17	και	19	μάρκες)	 4	 29	 54	 58	 79	

ΠΗΓΗ:	Fuson	(1988)		
Ο	 παραπάνω	 πίνακας	 δείχνει	 ότι	 σε	 όλες	 τις	 ηλικίες	 τα	 παιδιά	 αποδείχθηκαν	
περισσότερο	 ικανά	 στο	 έργο	 της	 σύστασης	 συλλογής	 με	 δοσμένη	 πληθικότητα	
παρά	 στο	 έργο	 σύστασης	 ισοπληθικής	 συλλογής.	 Οι	 επιδόσεις	 των	 παιδιών	
βελτιώθηκαν	 απότομα	 μεταξύ	 3½	 και	 4½	 χρονών	 και	 στους	 δύο	 τύπους	 έργων.	
Αυτά	 τα	 αποτελέσματα	 στηρίζουν	 τον	 ισχυρισμό	 του	 Piaget	 ότι	 όταν	 τα	 παιδιά	
πρωτομαθαίνουν	 να	 μετρούν,	 δεν	 μπορούν	 κατά	 τα	 αρχικά	 στάδια	 να	
αντιληφθούν	 τη	 χρησιμότητα	 της	 απαρίθμησης	ως	 εργαλείου	 για	 τη	 δημιουργία	
ισοπληθικών	συλλογών.	Ωστόσο	στα	παιδιά	ηλικίας	5-6	χρονών	διαπιστώνουμε	ότι	
η	διαφορά	των	ποσοστών	επιτυχίας	στα	δύο	έργα	είναι	περιορισμένη.	

Η	ανάλυση	της	Fuson	για	τις	στρατηγικές	των	παιδιών	στηρίζει	επιπρόσθετα	τη	
θέση	 του	 Piaget.	 Η	 πλειονότητα	 των	 παιδιών,	 για	 να	 συστήσουν	 έναν	 ισάριθμο	
αριθμό	 μαρκών	 χρησιμοποίησε	 στρατηγικές	 ταιριάσματος	 (matching)	 (73%)	 και	
μόνο	 25%	 απαρίθμησαν.	 Αν	 τα	 συνολικά	 αποτελέσματα	 χωριστούν	 κατά	 ηλικία,	
καθίσταται	φανερό	ότι	ακόμα	και	παιδιά	ηλικίας	5-6	 ετών,	 τα	οποία	ήταν	 ικανά	
στην	 απαρίθμηση,	 δεν	 χρησιμοποιούσαν	 συστηματικά	 την	 απαρίθμηση	 για	 τη	
δημιουργία	 ισοπληθικών	 συλλογών.	Μόνο	 το	 42%	 των	 πεντάχρονων	 και	 το	 25%	
των	εξάχρονων	βασίστηκαν	στην	απαρίθμηση	σε	κάθε	δοκιμασία.	

Μια	 άλλη	 μελέτη	 επιβεβαίωσε	 τα	 αποτελέσματα	 του	 Piaget	 για	 τετράχρονα	
παιδιά.	Ο	Saxe	(1987)	ζήτησε	από	τετράχρονα	παιδιά	να	σχηματίσουν	ισοπληθικές	
συλλογές.	 Συγκεκριμένα	 ζητήθηκε	 από	 τα	 παιδιά	 να	 δώσουν	 τον	 ίδιο	 αριθμό	
πεννών	σε	μια	μαριονέτα	με	αυτόν	που	είχε	δώσει	ο	ερευνητής	μια	άλλη	φορά	(3	
και	 9	 μάρκες).	 Η	 αποτυχία	 των	 παιδιών	 δεν	 μπορούσε	 να	 εξηγηθεί	 από	 την	
έλλειψη	γνώσης	των	αριθμών.	Τα	ποσοστά	επιτυχίας	των	παιδιών	ήταν	60%	για	τα	
3	στοιχεία	και	10%	για	τα	9	στοιχεία.	Ο	Saxe	και	οι	συνεργάτες	του	εξέτασαν	τις	
στρατηγικές	 για	 9	 στοιχεία	 (δεν	 ήταν	 δυνατό	 να	 κρίνουν	 στρατηγικές	 για	 3	
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στοιχεία)	 και	 διαπίστωσαν	ότι	 ο	αριθμός	 των	παιδιών	που	απαρίθμησαν	ήταν	ο	
ίδιος	με	 τον	αριθμό	 των	παιδιών	που	παρήγαγαν	σωστά	ένα	 ισοδύναμο	σύνολο	
(10%).	

Παρότι	οι	άλλες	στρατηγικές	δεν	ήταν	αξιόπιστες	και	τα	παιδιά	γνώριζαν	την	
απαρίθμηση	στην	ηλικία	των	5-6	ετών,	δεν	αντιλήφθηκαν	ότι	η	απαρίθμηση	είναι	
το	καλύτερο	εργαλείο	για	την	κατασκευή	ισοδύναμων	συνόλων.	 	Είναι	πιθανό	ότι	
δεν	αντιλήφθηκαν	πως	η	απαρίθμηση	είναι	ένα	μέτρο	του	μεγέθους	του	συνόλου,	
παρότι	μπορούν	να	μετρούν	και	να	λένε	πόσα	είναι	τα	στοιχεία	της	συλλογής.	

3.3. Ο	αριθμός	ως	λειτουργική	σύνθεση	διάταξης	και	εγκλεισμού	

Επειδή	 τα	 πορίσματα	 του	 Piaget	 που	 αφορούν	 άμεσα	 ή	 έμμεσα	 το	 θέμα	 της	
έρευνας	 είναι	 προσιτά	 μέσω	 των	 μεταφρασμένων	 έργων24	 του	 και	 των	
διάσπαρτων	περιληπτικών	παρουσιάσεων25	στη	σχετική	βιβλιογραφία	ή	ακόμα	και	
επιβεβαιώσεων	της	θεωρίας	επί	ελληνικών	δεδομένων26,	θα	περιοριστούμε	στην	
αναφορά	ορισμένων	θεμελιωδών	εννοιών	σχετικά	με	τη	γένεση	του	αριθμού	στο	
παιδί.	Για	μια	οικείωση	της	έννοιας	του	αριθμού	δεν	μπορούμε	σύμφωνα	με	τον	
Piaget	 να	μιλούμε	πριν	από	 το	7ο	ή	8ο	 έτος	 της	ηλικίας	 του	παιδιού,	αφού	μόνο	
τότε	έχει	αναπτύξει	την	έννοια	της	διατήρησης	του	αριθμού,	μόνο	τότε	μπορεί	να	
κάνει	«συγκεκριμένες»	λειτουργικές	πράξεις.	Η	διατήρηση	του	αριθμού	σημαίνει	
προπάντων	 διατήρηση	 του	 όλου	 της	 ποσότητας	 και	 τη	 ύλης.	 Ακολουθεί	 η	
ικανότητα	τέλεσης	λειτουργικών	πράξεων	σε	σχέση	με	συνεχή	μεγέθη	(π.	χ.	στον	
χώρο)	και	άλλες	ικανότητες,	τη	γένεση	των	οποίων	ο	Piaget	παρακολούθησε	ώς	τη	
μετεφηβική	ηλικία.	

Η	αντίληψη	 του	Piaget	 για	 την	 έννοια	 του	αριθμού	συγκροτήθηκε	στο	πεδίο	
της	γενετικής	επιστημολογίας.	Για	να	κατανοήσουμε	την	άποψη	του	Piaget	για	την	
ανάπτυξη	της	έννοιας	του	αριθμού	είναι	χρήσιμο	να	αναφερθούμε	στη	διάκριση	
του	 Piaget	 ανάμεσα	 στη	 λογικο-μαθηματική	 γνώση	 και	 στη	 φυσική	 γνώση.	 Ο	

                                                             
24	Τα	κυριότερα	μεταφρασμένα	έργα	του	Piaget,	τα	οποία	συνδέονται	με	τις	αριθμητικές	έννοιες,	είναι	τα	
ακόλουθα:	Piaget,	1995,	Piaget,	&	Inhelder,	1966,	Piaget,	1981.	Piaget,	1979.		
25	Σπουδαία	ήταν	η	συμβολή	του	Κίτσου	στη	γνωστοποίηση	των	πειραμάτων	του	Piaget	και	την	προβολή	
του	έργου	του	στη	χώρα	μας	(βλ.	Κίτσος,	1975	-	Κίτσος,	1982).	Επίσης	πολύ	ενδιαφέρον	για	τη	διδασκαλία	
των	αριθμητικών	εννοιών	είναι	το	μικρό	βιβίο	Piaget,	1977.		
26	Ελληνικές	έρευνες	που	αφορούν	στην	έννοια	του	αριθμού	στο	πλαίσιο	της	θεωρίας	του	Piaget	είναι	οι	
ακόλουθες:	 α)	 Μάνος,	 1978.	 Η	 εν	 λόγω	 έρευνα	 επιβεβαίωσε	 ότι	 ασκήσεις	 αντιστρεψιμότητας	 και	
σειροθέτησης	 ευνοούν	 την	 ανάπτυξη	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 σε	 μαθητές	 του	 νηπιαγωγείου,	 β)	
Δημητρίου,	1983,	γ)	Χάιντς,	&	Δημητρίου,	1987	και	δ)	Βαρνάβα-Σκούρα,	1990.	
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πρώτος	 τύπος	 γνώσης	 γεννιέται	 από	 εσωτερικές	 νοητικές	 διαδικασίες,	 ενώ	 ο	
δεύτερος	 σχετίζεται	 με	 την	 αντίληψη	 των	 ιδιοτήτων	 των	 αντικειμένων	 του	
περιβάλλοντος.	Το	πρώτο	προκύπτει	από	αφαίρεση	και	είναι	επαληθεύσιμο	από	
λογικό	 συλλογισμό	 και	 το	 δεύτερο	 προέρχεται	 από	 επαγωγή	 και	 είναι	
επαληθεύσιμο	 με	 εμπειρική	 διαδικασία.	 Ο	 Piaget	 θεώρησε	 τον	 αριθμό	 ως	
λογικομαθηματική	έννοια	η	οποία	μάλλον	κατασκευάζεται	από	το	παιδί	παρά	ως	
φυσική	έννοια	η	οποία	ανακαλύπτεται	μέσω	αισθητήριας	αντίληψης.	

Τα	 ευρήματα	 του	 Piaget	 προέκυψαν	από	 έρευνες	 για	 τη	 γένεση	 της	 έννοιας	
του	αριθμού	στην	πορεία	ανάπτυξης	της	παιδικής	νοημοσύνης.	Η	νοητική	εξέλιξη	
όλων	 των	 παιδιών	 είναι	 ομοιόμορφη	 και	 παρά	 τις	 διαφορές	 ρυθμού	 στη	
νευροφυσιολογική	ωρίμασή	τους	περνά	από	τα	ίδια	στάδια.	Η	σκέψη	των	παιδιών	
της	 προσχολικής	 ηλικίας	 είναι	 προσυλλογιστική,	 δηλαδή	 δεν	 στηρίζεται	 σε	 μια	
συνεπή	 ακολουθία	 λογικών	 επιχειρημάτων.	 Όλες	 οι	 αριθμητικές	 εμπειρίες	 του	
μικρού	παιδιού	δεν	είναι	δυνατόν	να	έχουν	μια	ασφαλή	λογικομαθηματική	δομή,	
οπότε	 οι	 προσπάθειες	 των	 ενηλίκων,	 γονέων	 και	 δασκάλων,	 να	 επιβάλουν	
μαθηματικές	 έννοιες	 στα	 παιδιά	 κάτω	 των	 6-8	 ετών	 καταλήγουν	 απλώς	 σε	 μια	
επιφανειακή	 λεκτική	 αποστήθιση,	 αφού	 τα	 παιδιά	 δεν	 μπορούν	 ακόμη	 να	
συλλάβουν	 με	 βεβαιότητα	 την	 έννοια	 του	 αριθμού.	 Η	 ανάλογη	 ψυχολογική	
ανάπτυξη	είναι	αυθόρμητη,	 ένα	επίτευγμα	 του	 ίδιου	 του	παιδιού.	Έτσι	 λοιπόν	η	
σχετική	 διδασκαλία	 των	αριθμών	 και	 του	 λειτουργικού	 χειρισμού	 τους,	 η	 χρήση	
μαθηματικών	 συμβόλων	 και	 εκτέλεση	 πράξεων,	 είναι	 ματαιοπονία,	 μια	 άσκοπη	
πρακτική27.		

Στη	 θεωρία	 του	 Piaget	 ο	 σχηματισμός	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 έχει	 λογικές	
αφετηρίες28.	Αυτές	είναι	οι	στοιχειώδεις	λογικές	διεργασίες	 της	ταύτισης	 και	 της	

                                                             
27	Ο	Piaget	δεν	λαμβάνει	υπόψη	τη	συνεισφορά	της	παιδικής	εμπειρίας	και	θεωρεί	ότι	συμβολικά	εργαλεία	
όπως	 η	 γλώσσα	 δεν	 αποτελούν	 πηγή	 γνωστικής	 προόδου.	 Ένα	 παιδί	 μικρότερο	 των	 6	 χρόνων	 που	
απαγγέλλει	τη	σειρά	των	αριθμών	σαν	τραγούδι	είναι	τυφλό	σε	ό,τι	αφορά	την	έννοια	του	αριθμού,	επειδή	
είναι	 ακόμα	 εννοιoλογικά	 ανέτοιμο.	 Υποστηρίζει	 ότι	 όσο	 το	 παιδί	 δεν	 έχει	 αποκτήσει	 την	 έννοια	 της	
διατήρησης	του	αριθμού,	είναι	άσκοπο	να	διδάξουμε	στο	παιδί	τον	αριθμό.	Η	αληθινή	κατανόηση	θα	έλθει	
μόνο	μαζί	με	τη	νοητική	του	ανάπτυξη.	Αναφέρει	ακόμα	ότι	η	προφορική	αρίθμηση,	την	οποία	επιβάλλει	
συνήθως	 το	 κοινωνικό	 περιβάλλον	 στο	 παιδί,	 παραμένει	 μόνο	 λεκτική	 και	 χωρίς	 λειτουργική	 σημασία.	
Επίσης	 όταν	 ο	 Piaget	 επικαλείται	 τις	 τεχνικές	 της	 απαρίθμησης,	 το	 κάνει	 με	 σκοπό	 να	 υπογραμμίσει	 τις		
ανεπάρκειες	αυτής	της	εμπειρικής	δραστηριότητας	(βλ.	Piaget,	1953	-	Kamii	&	De	Klark,	1985).		
28	 Δεν	 πρέπει	 να	 λησμονούμε	 ότι	 ένας	 από	 τους	 στόχους	 των	 εργασιών	 του	 Piaget	 ήταν	 να	 δώσει	 μια	
απάντηση	στη	μεγάλη	επιστημολογική	διαμάχη,	η	οποία	πάθιασε	τους	μαθηματικούς	στις	αρχές	του	20ου	
αιώνα:	οι	αριθμοί	είναι	μη	αναγώγιμα	αντικείμενα	για	τα	οποία	έχουμε	μια	διαίσθηση	ή	προέρχονται	με	
αφαίρεση	από	τον	κόσμο	των	αισθήσεων	(ιντουσιονισμός	και	εμπειρισμός	είναι	πολύ	κοντά	εδώ)	ή	πρέπει	
να	ανάγονται	σε	πιο	στοιχειώδεις	λογικές	αρχές,	 τις	οποίες	αποκρύπτει	η	μεγάλη	εξοικείωσή	μας	με	 τον	
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διάκρισης.	Πριν	από	τον	αριθμό	υπάρχουν	στη	σκέψη	του	παιδιού	οι	σχέσεις	και	
οι	τάξεις	(Piaget,	1977),	ή	με	μαθηματική	ορολογία	οι	σχέσεις	ισοδυναμίας	και	οι	
σχέσεις	 διάταξης.	 Η	 απομόνωση	 και	 η	 νοητική	 ταύτιση	 των	 μονάδων29	 είναι	
θεμελιώδης	λειτουργία.	Σύμφωνα	με	τον	Piaget	«η	μονάδα	είναι	προϊόν	ισομερούς	
διανομής	μιας	ακαθόριστης	ποσότητας,	δηλαδή	προϊόν	σύγκρισης,	 ισοστάθμισης,	
ισομερισμού	 και	 εξομοίωσης	 των	 διαφορών,	 με	 τις	 οποίες	 πραγματοποιείται	 η	
μετάβαση	από	τα	ποιοτικά	στα	ποσοτικά	γνωρίσματα».	Ενώ	στην	ποιοτική	λογική	
εξετάζουμε	ή	τις	ομοιότητες	ή	τις	διαφορές	 (ή	τις	τάξεις	ή	τις	σχέσεις)	και	καμιά	
πράξη	δεν	αναφέρεται	ταυτόχρονα	και	στις	δύο,	η	πρωτοτυπία	του	αριθμού	είναι	
ότι	 κάνουμε	 αφαίρεση	 των	 ποιοτήτων,	 δηλαδή	 θεωρούμε	 κάθε	 στοιχείο	 ως	
ισοδύναμο	με	όλα	τα	άλλα,	ανεξάρτητα	από	τις	ποιότητες.	Σύμφωνα	με	τον	Piaget	
ο	 αριθμός	 είναι	 η	 διάταξη	 γενικά	 και	 η	 ισοδυναμία	 γενικά.	 Έτσι	 σε	 κάθε	
πεπερασμένο	 αριθμό	 συμπλέκονται	 ταυτόχρονα	 η	 πληθική	 και	 τακτική	 όψη	
(Piaget,	1981).		

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

                                                                                                                                                                                          
κόσμο	των	φυσικών	αριθμών;	Η	δεύτερη	θέση	είναι	διπλά	ενοποιητική	για	την	επιστημολογία	και	για	την	
ψυχολογία.	 Δεν	 είναι	 απαραίτητο	 να	 ορίσουμε	 μια	 δραστηριότητα	 αυστηρά	 μαθηματικά,	 οι	 λογικές	
ικανότητες	 της	 νόησης	 αρκούν	 για	 να	 εξηγήσουμε	 γιατί	 είμαστε	 ικανοί	 να	 κάνουμε	Μαθηματικά.	 Εάν	 η	
αναγωγική	 λύση	 φαίνεται	 πιο	 επαρκής	 για	 το	 πνεύμα,	 παραταύτα	 οι	 μαθηματικοί	 δεν	 κατόρθωσαν	 να	
βρουν	μια	μοναδική	λύση	για	να	επιχειρήσουν	την	αναγωγή	στην	αριθμητική	ή	στη	λογική.	
29Ο	Piaget	αναφέρει:	«Όταν	πραγματοποιηθεί	η	αναλυτική	απομόνωση	της	μονάδας	και	η	συνειδητοποίησή	
της	 σαν	 θεμελιακό	 στοιχείο,	 τότε	 αρχίζει	 η	 μετατροπή	 όλων	 των	 μονάδων	 σε	 αριθμητικά	 σύνολα»	 (βλ.	
Ράπτης,	σ.	184).	

Σύμφωνα	με	την	άποψη	του	Piaget	ο	σχηματισμός	του	αριθμού	συνδέεται	με	τον	σχηματισμό	
λογικών	 εννοιών.	 Οι	 κυριότερες	 λογικομαθηματικές	 διαδικασίες	 που	 υποτίθεται	 ότι	
προωθούν	 την	 ανάπτυξη	 των	 προαπαιτούμενων	 προαριθμητικών	 ικανοτήτων	 είναι	 η	
ταξινόμηση,	 η	 σειροθέτηση	 και	 η	 αντιστοίχιση	 ένα	 προς	 ένα.	 Η	 ταξινόμηση	 αντικειμένων,	
δηλαδή	 η	 κατάταξή	 τους	 βάσει	 ενός	 ή	 περισσότερων	 γνωρισμάτων	 	 (χρώματος,	 σχήματος,	
μεγέθους,	 χρησιμότητας,	 κ.λπ.)	 προετοιμάζει	 μεταξύ	 άλλων	 τη	 σειροθέτηση	 και	 τελικά	 την	
κατανόηση	 της	 έννοιας	 του	 συνόλου.	 Η	 σειροθέτηση	 είναι	 μια	 διάταξη	 αντικειμένων	
σύμφωνα	 με	 το	 αυξανόμενο	 ή	 μειούμενο	 μέγεθός	 τους.	 Σε	 μια	 ανιούσα	 σειρά	 κάθε	
ενδιάμεσο	 αντικείμενο	 είναι	 μεγαλύτερο	 από	 το	 προηγούμενο	 και	 μικρότερο	 από	 το	
επόμενο.	 Το	 πρώτο	 αντικείμενο	 είναι	 απλώς	 μικρότερο	 από	 το	 επόμενο,	 ενώ	 το	 τελευταίο	
είναι	 απλώς	 μεγαλύτερο	 από	 το	 προηγούμενο.	 Στην	 κατιούσα	 σειρά	 συμβαίνει	 το	
αντίστροφο.	Η	αντιστοίχιση	ένα	προς	ένα	συνδέεται	με	τη	διατήρηση	του	αριθμού.	Όπως	και	
στις	 άλλες	 προαριθμητικές	 δραστηριότητες,	 έτσι	 και	 εδώ	 οι	 μαθητές	 δεν	 πρέπει	 να	
απαριθμούν	 τα	 αντικείμενα,	 αφού	 ο	 αριθμός	 των	 στοιχείων	 ενός	 συνόλου	 (πληθάριθμος)	
εισάγεται	 αργότερα,	 όταν	 τα	 παιδιά	 έχουν	 εξοικειωθεί	 με	 τις	 προαναφερόμενες	
δραστηριότητες	και	την	έννοια	του	συνόλου.	
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Ο	 Piaget	 ισχυρίζεται	 ότι	 τα	 παιδιά	 δεν	 κατανοούν	 τους	 φυσικούς	 αριθμούς	
προτού	κατανοήσουν	τις	λογικές	έννοιες	της	ταξινόμησης	και	σειροθέτησης,	ή	με	
μαθηματικούς	 όρους:	 προτού	 κατανοήσουν	 ότι	 ο	 φυσικός	 αριθμός	 είναι	
αδιαχώριστα	απόλυτος	και	τακτικός	(Piaget,	1977).	Επιπλέον	θεωρεί	ότι	η	έννοια	
της	διατήρησης	συνδέεται	άμεσα	με	 την	έννοια	 του	αριθμού.	 Για	να	έχουμε	μια	
έννοια	διατήρησης	σε	μια	συνεχή	ποσότητα,	πρέπει	να	την	αντιληφθούμε	σε	όλες	
της	 τις	 διαστάσεις,	 ενώ	 για	 να	 αντιληφθούμε	 μια	 διακεκριμένη	 ποσότητα	 –ένα	
σύνολο–	είναι	σαν	 να	 την	σκεφτόμαστε	ως	ανεξάρτητη	από	 την	μετακίνηση	 των	
στοιχείων	του.	

Μια	 από	 τις	 υποθέσεις	 του	 Piaget	 είναι	 ότι	 η	 κατανόηση	 των	 συνόλων	 ή	
συλλογών	στοιχείων	αναπτύσσεται	με	τον	ίδιο	τρόπο	όπως	η	κατανόηση	συνεχών	
ποσοτήτων.	Στα	γνωστά	πειράματα,	όπου	αυτός	ερευνά	πρώτα	τη	διατήρηση	των	
παιδιών	 στη	 συνεχή	 ποσότητα	 και	 έπειτα	 στη	 διακριτή	 ποσότητα,	 μπόρεσε	 να	
επαληθεύσει	 την	 υπόθεσή	 του.	 Γι’	 αυτό	 είναι	 απαραίτητο	 στο	 σημείο	 αυτό	 να	
κάνουμε	μια	σύντομη	μνεία	στη	διατήρηση	συνεχών	ποσοτήτων.	

Η	 ικανότητα	διατήρησης	 της	ύλης	παρά	 τους	μετασχηματισμούς	που	μπορεί	
να	 υφίσταται	 	 διαπιστώθηκε	 πειραματικά	 από	 τον	 Piaget	 και	 επιβεβαιώθηκε	
πολλές	 φορές:	 το	 υγρό	 ενός	 ποτηριού	 (Α)	 αδειάζεται	 μπροστά	 στα	 μάτια	 ενός	
παιδιού	 κάτω	 των	 6	 ετών	 σε	 ένα	 πιο	 στενό	 ποτήρι	 (Β)	 ή	 σε	 ένα	 πιο	 φαρδύ	 (Γ).	
Μολονότι	 η	 ποσότητα	 του	 υγρού	 παραμένει	 και	 μετά	 την	 κάθε	 μετάγγιση	
σταθερή,	 το	παιδί	απαντά	στο	σχετικό	ερώτημα	ότι	 το	υγρό	στο	ποτήρι	 (Β)	είναι	
πιο	πολύ	και	στο	ποτήρι	(Γ)	πιο	λίγο	(Piaget	&	Inhelder,	1966).	Δεν	αντιλαμβάνεται	
δηλαδή	ότι	ο	μετασχηματισμός	της	δεδομένης	ύλης	(καθώς	το	υγρό	λαμβάνει	τη	
μορφή	του	δοχείου)	δεν	μετέβαλε	την	ποσότητά	του,	αφού	τίποτε	δεν	προστέθηκε	
ή	 αφαιρέθηκε,	 αλλά	 παρασύρεται	 από	 τη	 στάθμη	 του	 υγρού.	 Η	 υψηλότερη	
στάθμη	 στο	 στενό	 ποτήρι	 σημαίνει	 για	 το	 παιδί	 της	 προλειτουργικής	 φάσης	
μεγαλύτερη	ποσότητα	ύλης.	Το	ίδιο	πείραμα	με	παιδιά	7	ή	8	ετών,	τα	οποία	έχουν	
φτάσει	 στο	 στάδιο	 «συγκεκριμένων»	 λογικών	 πράξεων,	 δείχνει	 ότι	 τα	 παιδιά	
διατηρούν	 την	 ύλη	 (την	 ποσότητα	 του	 υγρού)	 ανεξάρτητα	 από	 τους	
μετασχηματισμούς,	 καθώς	 αντιλαμβάνονται	 ότι	 οι	 αλλαγές	 μορφής	 δεν	
συνεπάγονται	 ποσοτικές	 μεταβολές.	 Απαντούν	 ότι	 είναι	 το	 ίδιο	 υγρό	 και	 απλώς	
έχει	 αλλάξει	 δοχείο.	 Ξέρουν	 επίσης	 ότι	 ο	 μετασχηματισμός	 (εδώ	 η	 μετάγγιση)	
είναι	 αντιστρέψιμος:	 μπορούμε	 να	 αδειάζουμε	 το	 υγρό	 πάλι	 στο	 ποτήρι	 Α.	 Η	
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αντιστρεψιμότητα	 ενός	 μετασχηματισμού	 είναι	 αλληλένδετη	 με	 την	 έννοια	 της	
διατήρησης	του	αριθμού	(της	ύλης	ή	της	ποσότητας)30.	

Το	 ίδιο	 πείραμα	 έχει	 γίνει	 πολλές	 φορές	 με	 ένα	 κομμάτι	 πλαστελίνη,	 το	
εύπλαστο	και	γνώριμο	στα	παιδιά	υλικό	στο	οποίο	μπορούμε	να	δώσουμε	πολλά	
σχήματα.	 Οι	 απαντήσεις	 των	 μικρών	 παιδιών,	 όταν	 τα	 ρωτούμε	 «τι	 είναι	
μεγαλύτερο,	(περισσότερο)	ο	βώλος	ή	το	κερί»	είναι	προσανατολισμένες	προς	το	
μήκος,	 οπότε	 το	 πιο	 μακρύ	 (το	 κερί	 που	 έχει	 πλαστεί	 μπροστά	 τους	 και	
αντιπροσωπεύει	 την	 ίδια	 ύλη)	 κρίνεται	 ως	 μεγαλύτερο	 ή	 ρητά	 ως	 κάτι	 που	
περιέχει	περισσότερη	πλαστελίνη.	Μόνο	 τα	παιδιά	ηλικίας	7	ή	8	ετών	απαντούν	
και	 εδώ	 σωστά,	 δηλαδή	 «διατηρούν»	 το	 όλον	 παρά	 τον	 μορφολογικό	
μετασχηματισμό.	

Για	 να	 κατανοήσουν	 τα	 παιδιά	 την	 έννοια	 της	 διατήρησης,	 πρέπει	 να	 είναι	
ικανά	τα	σκέφτονται	τη	δυνατότητα	διαίρεσης	του	όλου	σε	μονάδες.	Εάν	δεν	έχουν	
πειραματισθεί	 με	 συλλογές	 απαριθμήσιμων	 διακεκριμένων	 μονάδων,	 ο	 αριθμός	
δεν	έχει	ενδιαφέρον.	Έτσι	σύμφωνα	με	τον	Piaget	τα	μικρά	παιδιά	δεν	μπορούν	να	
διακρίνουν	 ανάμεσα	 στο	 «πολλά»	 και	 στο	 «πολύ».	 Ούτε	 μπορούν	 να	 πάρουν	
περισσότερα	από	μια	συνεχή	ποσότητα.	Οι	αντιληπτικές	απάτες	δεν	εξασθενούν	
προτού	 συσταθούν	 οι	 μονάδες.	Με	 άλλα	 λόγια	 μόλις	 οι	 μονάδες	 συσταθούν,	 η	
μέτρηση	 και	 η	 απαρίθμηση	 δίνονται	 με	 την	 έννοια	 της	 ένα	 προς	 ένα	
αντιπαραβολής.	

Όμως	τα	παιδιά	μπορούν	να	δημιουργήσουν	την	ένα	προς	ένα	αντιστοιχία,	η	
οποία	δεν	είναι	μια	αριθμητική	αντιστοιχία.	Ένα	παιδί	μπορεί	να	δημιουργεί	δύο	
όμοιους	σχηματισμούς	από	5	μάρκες,	τοποθετώντας	4	κουκκίδες	στις	γωνίες	ενός	
τετραγώνου	και	μία	στο	κέντρο:	δύο	ειδικά	στοιχεία	και	ένα	σχήμα	ως	όλον	τότε	
αντιστοιχεί,	 αλλά	 αυτή	 η	 αντιστοιχία	 μπορεί	 να	 μην	 είναι	 ούτε	 πρόσθεση	 ούτε	
                                                             
30	Τα	παιδιά	στο	πρώιμο	στάδιο	δεν	κατανόησαν	ότι	υπήρχε	ακόμα	τόσο	υγρό	στο	ψηλότερο	και	στενότερο	
ποτήρι	όσο	στο	χαμηλότερο	και	πλατύτερο,	όταν	αυτός	έριξε	υγρό	από	το	ένα	ανάμεσα	στα	δύο	ποτήρια	
του	 ίδιου	 μεγέθους,	 σε	 ένα	 ποτήρι	 διαφορετικού	 σχήματος.	 Ούτε	 κατάλαβαν	 ότι	 υπήρχαν	 ακόμα	 για	
παράδειγμα	17	χάντρες	στο	ψηλότερο	και	στενότερο	ποτήρι,	όταν	ρίχτηκαν	17	απαριθμημένες	χάντρες	από	
το	ένα		ανάμεσα	στα	δύο	όμοια	ποτήρια	σε	ένα	ποτήρι	διαφορετικού	σχήματος.	Το	γεγονός	ότι	οι	χάντρες	
είχαν	απαριθμηθεί,	και	ακόμα	ότι	ο	ερευνητής	έβαζε	μέσα	σε	δύο	όμοια	ποτήρια	ένα-ένα	ταυτόχρονα	από	
στο	παιδί	και	τον	ενήλικο	πριν	από	το	μετασχηματισμό,	δεν	βοήθησε	αυτά	τα	παιδιά	να	καταλάβουν	ότι	
υπήρχαν	ακόμα	17	χάντρες	στο	καθένα	από	τα	ποτήρια.	Εάν	το	πείραμα	είχε	εκτελεσθεί	έτσι	ώστε	το	παιδί	
να	τοποθετεί	τις	χάντρες	μέσα	σε	ένα	ψηλό	και	στενό	ποτήρι	και	ο	ενήλικος	να	τις	βάζει	μέσα	σε	ένα	ποτήρι	
άλλου	σχήματος,	μετά	από	αυτήν	 την	ένα	προς	ένα	αντιστοίχιση	και	απαρίθμηση	το	παιδί	θα	μπορούσε	
ακόμη	να	πει	«έχω	περισσότερα»,	όταν	παρατήρησε	τα	διαφορετικά	επίπεδα	στα	δύο	ποτήρια.	Ο	Piaget	
ισχυρίζεται	ότι	 τα	πολύ	μικρά	παιδιά	εκτιμούν	πως	υπάρχουν	περισσότερες	 χάντρες,	 και	δεν	 λαμβάνουν	
υπόψη	τις	ενδείξεις	από	τον	αριθμό	που	βρήκαν	στην	προηγούμενη	αρίθμηση.	
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αριθμός.	Αυτό	αποδεικνύεται	από	το	γεγονός	ότι	μερικές	ισοδυναμίες	παύουν	να	
υπάρχουν	 όταν	 ένα	 από	 τα	 σχήματα	 αλλάξει,	 διευκρινίζει	 ο	 Piaget.	 Ένας	
περαιτέρω	λόγος	για	την	ανικανότητα	να	κατανοήσουν	ότι	τα	δύο	σχήματα	ακόμη	
περιέχουν	τον	 ίδιο	αριθμό	από	μάρκες	είναι	ότι	η	έννοια	της	αντιστρεψιμότητας	
δεν	 έχει	 ακόμα	 κατακτηθεί.	 Έτσι	 τα	 παιδιά	 δεν	 μπορούν	 να	 σκέφτονται	 μια	
αντίστροφη	 πράξη,	 μια	 δράση	 όπου	 οι	 μάρκες	 αντικαθίστανται	 από	 το	 αρχικό	
σχέδιο.	

Σύμφωνα	με	τον	Piaget	ο	αριθμός	συνίσταται	σε	μια	πρωτότυπη	λειτουργική	
σύνθεση,	διαφορετική	από	την	απλή	παράθεση	ταξινομήσεων	και	σειροθετήσεων.	
Ο	 αριθμός	 παίρνει	 με	 τις	 δραστηριότητες	 ταξινόμησης	 τη	 δομή	 του	 εγκλεισμού.	
Για	 να	 διακρίνουμε	 μια	 μονάδα	 από	 την	 επόμενη,	 είναι	 απαραίτητο	 να	
χρησιμοποιήσουμε	μια	συνολική	διάταξη.	Έτσι	η	σύνθεση	των	δύο	λειτουργιών	η	
οποία	συνιστά	τον	αριθμό	είναι:	1<1+1<1+1+1<…			

Ο	 αριθμός	 είναι	 ταυτόχρονα	 μια	 τάξη	 και	 μια	 ασύμμετρη	 σχέση.	 Οι	 μονάδες	 που	
σχηματίζουν	 τον	 αριθμό	 ταυτόχρονα	 προστίθενται,	 γιατί	 είναι	 ισοδύναμες	 και	
τοποθετούνται	 σε	 μια	 σειρά,	 γιατί	 είναι	 διαφορετικές	 η	 μια	 από	 την	 άλλη.	 Άρα,	 στην	
ποιοτική	 λογική,	 η	 λειτουργική	 συγχώνευση	 αυτών	 των	 δυο	 χαρακτηριστικών	 είναι	
αδύνατη,	διότι	η	πρόσθεση	των	τάξεων	είναι	αντιμεταθετική,	αφού	τα	προστιθέμενα	είναι	
ισοδύναμα,	 ενώ	 η	 πρόσθεση	 ασυμμετρικών	 σχέσεων	 ή	 η	 σειροθέτηση	 δεν	 είναι	
αντιμεταθετική,	 γιατί	 οι	 όροι	 δεν	 είναι	 ισοδύναμοι.	 Ο	 αριθμός,	 αντίθετα,	 είναι	 το	
αποτέλεσμα	 της	 γενίκευσης	 της	 ισοδυναμίας	 και	 της	 γενίκευσης	 της	 σειροθέτησης.	 Η	
πρώτη	μονάδα	στο	δύο,	για	παράδειγμα,	είναι	ισοδύναμη	με	τη	δεύτερη	και	αν	αλλάξει	η	
σειρά	με	την	οποία	αριθμούνται,	τότε	η	δεύτερη	γίνεται	πρώτη	και	αντίστροφα.	 (Piaget	&	
Szeminska,	1941/1991,	σ.	235)	

Στη	 συνέχεια	 θα	 εξετάσουμε	 τις	 ταξινομήσεις	 και	 τις	 σειροθετικές	 διατάξεις	 με	
σκοπό	να	δούμε	πώς	αυτές	συμβάλλουν	στο	σχηματισμό	της	έννοιας	του	αριθμού.	

Η	ταξινόμηση	αποτελεί	μια	λογικομαθηματική	έννοια,	η	οποία	διαδραματίζει	
σημαντικό	 ρόλο	 στην	 οικοδόμηση	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού.	 Όταν	 το	 παιδί	
σχηματίζει	 ένα	σύνολο	 (μια	 τάξη),	 εγκαθιστά	δεσμούς	ανάμεσα	στα	αντικείμενα	
της	 συλλογής:	 είναι	 δεσμοί	 ομοιότητας	 ως	 προς	 ένα	 ή	 περισσότερα	 κριτήρια.	
Έπειτα	είναι	 ικανό	να	δημιουργεί	εγκλεισμούς,	δηλαδή	να	 ιεραρχεί	 τις	διάφορες	
τάξεις:	η	τάξη	των	κοτσυφιών	περιλαμβάνεται	στην	τάξη	των	πτηνών,	η	τάξη	των	
πτηνών	στην	τάξη	των	ζώων	και	αυτή	στην	τάξη	των	όντων.	Ο	εγκλεισμός	είναι	μια	
δραστηριότητα	 πιο	 επεξεργασμένη	 από	 την	 απλή	 ομαδοποίηση.	 Η	 απλή	
ομαδοποίηση	βοηθάει	να	βάλουμε	μαζί	«όσα	είναι	ίδια»	ή	«όσα	ταιριάζουν»	για	
να	 δημιουργήσουμε	 απλές	 συλλογές	 με	 όμοια	 στοιχεία,	 ενώ	 η	 ταξινόμηση	
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παραπέμπει	 σε	 μια	 ιεραρχία	 από	 τάξεις	 όμοιων	 αντικειμένων.	 Ο	 Piaget	
αποδέχτηκε	ότι	 για	 το	μικρό	παιδί	ο	ορισμός	 του	Cantor	 για	 το	σύνολο	δεν	 έχει	
καμιά	 σχέση	 με	 την	 έννοια	 την	 οποία	 αποδίδει	 το	 παιδί	 σε	 μικρές	 συλλογές	
αντικειμένων.	 Γι’	 αυτό	 αναφέρει	 ότι	 είναι	 καλύτερα	 να	 μιλάμε	 για	 «συλλογές	
όμοιων	πραγμάτων»	ή	«τάξεις	όμοιων	πραγμάτων»	παρά	για	σύνολα31.		

Η	έννοια	της	ταξινόμησης	περνά	από	ορισμένα	στάδια:	εικονιστικές	συλλογές	
(collections	figurales),	μη	εικονιστικές	συλλογές,	λογικές	τάξεις		(Piaget	&	Inhelder,	
1959/1991	 και	 Βασιλάκης,	 1983).	 Το	 τελικό	 στάδιο	 αυτής	 της	 κατασκευής,	 το	
οποίο	επιτρέπει	στο	παιδί	 να	κατακτήσει	 την	έννοια	 του	εγκλεισμού,	 συνίσταται	
στην	εγκαθίδρυση	μιας	συμπληρωματικής	σχέσης	ανάμεσα	στις	τάξεις	Α	και	Β:	εάν	
το	Α	εσωκλείεται	στο	Β	και	 το	Α΄	είναι	 το	συμπλήρωμα	του	Α	σε	σχέση	με	 το	Β,	
τότε	 το	 Α	 είναι	 ισοδύναμο	 με	 το	 Β–Α΄.	 Το	 παιδί	 κατακτά	 πραγματικά	 την	
ταξινόμηση	 μόνο	 στην	 ηλικία	 των	 9–11	 ετών.	 Από	 μαθηματική	 άποψη	 ο	
εγκλεισμός	συνιστά	ένα	χαρακτηριστικό	του	αριθμού:	το	ένα	περιλαμβάνεται	στο	
2,	το	2	περιλαμβάνεται	στο	3	κ.λπ.,	εφόσον	το	1	περιλαμβάνεται	στο	1+1,	το	οποίο	
περιέχεται	 στο	 1+1+1.	 Με	 την	 έννοια	 του	 εγκλεισμού	 τάξεων	 συνδέεται	 και	 η	
προσθετική	σύνθεση	τάξεων	καθώς	και	η	σύγκριση	ανάμεσα	σε	μια	συνολική	τάξη	
και	στα	μέρη	της	ή	η	σύγκριση	μεταξύ	των	μερών.	Το	παιδί	πρέπει	να	κατανοεί	ότι	
το	 όλον	 είναι	 περισσότερο	από	 το	 καθένα	από	 τα	μέρη.	Ο	Piaget	 βρίσκει	 ότι	 τα	
μικρά	παιδιά	δεν	είναι	ικανά	να	σκέφτονται	το	όλον	και	τα	μέρη	την	ίδια	χρονική	
στιγμή.	Στις	προσθετικές	συνθέσεις	τα	παιδιά	αντί	να	κοιτάζουν	τη	σχέση	ανάμεσα	
στο	 μέρος	 και	 το	 όλον	 κοιτάζουν	 τη	 σχέση	 ανάμεσα	 στο	 μέρος	 και	 το	 μέρος.	
Βεβαίως	είναι	δυνατόν	να	μάθουν	απέξω	ισότητες	όπως	2+2=4,	2+3=5	κ.λπ.,	αλλά	
η	 μάθηση	 των	 πινάκων	 πρόσθεσης	 και	 αφαίρεσης	 στο	 σχολείο	 είναι	 συνήθως	
μόνο	 λεκτική.	 Πραγματική	 κατανόηση	 του	 αριθμού	 δεν	 εμφανίζεται	 προτού	 το	
παιδί	είναι	ικανό	να	δει	για	παράδειγμα	το	«6»	ως	ένα	όλον	που	αποτελείται	από	
6	μονάδες,	οι	οποίες	είναι	δυνατόν	να	χωριστούν	με	διαφορετικούς	τρόπους:	2	να	
αποτελούν	το	ένα	μέρος	και	4	το	άλλο,	1	από	το	ένα	μέρος	και	5	από	το	άλλο.	

                                                             
31	O	Piaget	υπογραμμίζει:	«η	συνειδητοποίηση	της	έννοιας	του	συνόλου	προϋποθέτει	τη	συνειδητοποίηση	
της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 και	 προπάντων	 τη	 σταθερή	 διατήρηση	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 παρά	 τις	
φαινομενικές	μεταβολές	που	παρατηρούνται	κατά	την	αντίληψη	τριών	επιμέρους	στοιχείων	της	συλλογής	
στην	οποία	αναφέρεται	 ο	αριθμός	αυτός»	 (βλ.	 Piaget,	 1977,	 σ.	 10).	 Κατανόηση	 της	 έννοιας	 του	αριθμού	
σημαίνει	 να	μπορούμε	 να	δηλώσουμε	ότι	 δύο	συλλογές	 είναι	αριθμητικά	 ισοδύναμες	ή	 ισοπληθικές.	 Το	
κριτήριο	 της	 ισοδυναμίας	 συνόλων	 οποιουδήποτε	 μεγέθους	 είναι	 η	 αντιστοιχία	 ένα	 προς	 ένα,	 η	 οποία	
αποτελεί	το	βασικό	εργαλείο	του	μαθηματικού	στη	θεμελίωση	του	συνόλου	των	φυσικών	αριθμών.		
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Σε	 μια	 κατάσταση	 προσθετικής	 σύνθεσης	 τάξεων,	 στην	 οποία	
πραγματοποιούμε	 πράξεις	 της	 μορφής	 Α+Α΄=Β	 (η	 τάξη	 Α	 εγκλείεται	 στη	
συμπεριληπτική	τάξη	Β	και	Α΄	το	συμπλήρωμα	του	Α	σε	σχέση	με	το	Β),	 το	μόνο	
πράγμα	που	μπορούμε	να	γνωρίζουμε	από	ποσοτική	άποψη	είναι	Α<Β,	δηλαδή	ότι	
η	τάξη	Α	περιέχει	λιγότερα	στοιχεία	από	την	τάξη	Β	(εκτός	αν	Α΄=Ø,	οπότε	Α=Β).		

Στο	 πείραμα	 του	 εγκλεισμού	 τάξεων	 ο	 Piaget	 επιδίωκε	 να	 ελέγξει	 την	
ικανότητα	των	μικρών	παιδιών	να	συγκρίνουν	ένα	σύνολο	με	το	υποσύνολό	του,	
το	 όλον	 με	 το	 μέρος.	 Ο	 Piaget	 παρουσιάζει	 στο	 παιδί	 μια	 συλλογή	 με	 ξύλινες	
χάντρες,	από	τις	οποίες	οι	περισσότερες	είναι	καφετιές	και	μερικές	είναι	άσπρες.	
Το	 παιδί	 ερωτάται:	 ποιες	 χάντρες	 είναι	 περισσότερες,	 οι	 καφετιές	 ή	 οι	 ξύλινες;	
Αλλά,	 όπως	 φαίνεται	 στο	 ακόλουθο	 παράδειγμα,	 δεν	 ξέρουμε	 αν	 ισχύει	 Α<Α΄ή	
Α>Α΄.					

B:	ξύλινες	χάντρες

Α καφετιές	ξύλινες	χάντρες:	

Α΄ όχι	καφετιές	ξύλινες	χάντρες:	
	

	

Για	να	ξέρουμε	αν	Α<Α΄	ή	Α>Α΄,	ο	λογικός	ορισμός	των	τάξεων	δεν	είναι	επαρκής:	
πρέπει	 να	 εισαγάγουμε	 σε	 αυτές	 τις	 τάξεις	 την	 έννοια	 του	 απόλυτου	 αριθμού.	
Όπως	 προαναφέρθηκε,	 η	 ικανότητα	 συλλογισμού	 πάνω	 σε	 αφηρημένες	 τάξεις	
αποκτάται	 από	 το	 παιδί	 μετά	 την	 ηλικία	 των	 9-11	 ετών.	 Ας	 παρακολουθήσουμε	
πώς	παρουσιάζει	και	περιγράφει	ο	ίδιος	ο	Piaget	το	εν	λόγω	πείραμα.	Γράφει	τα	
ακόλουθα:		

«Παίρνουμε	ως	παράδειγμα	τον	εγκλεισμό	μιας	μερικής	τάξης	Α	σε	μια	ολική	τάξη	Β.	Τίποτε	
δεν	φαίνεται	πιο	απλό	όσο	να	καταλάβουμε	μια	τέτοια	εσώκλειση,	όταν	όλα	τα	αντικείμενα	
προσφέρονται	ταυτόχρονα	στο	ίδιο	αντιληπτικό	πεδίο	(έτσι	όταν	Β	είναι	μια	ορατή	συλλογή	
από	ξύλινες	χάντρες,	Α	ένα	μέρος	αποτελούμενο	από	20	καφετιές	χάντρες	και	Α΄	ένα	άλλο	
μέρος	αποτελούμενο	από	2	ή	3	λευκές	χάντρες).	Όμως	αρκεί	να	ρωτήσουμε	το	παιδί	εάν	το	
όλον	Β	είναι	πολυαριθμότερο	από	το	μεγαλύτερο	μέρος	Α	(=	«υπάρχουν	εδώ	περισσότερες	
ξύλινες	χάντρες	ή	περισσότερες	καφετιές	χάντρες;»),	για	να	αντιληφθούμε	τη	λειτουργική	
συνθετότητα	(complexité	opératoire)	αυτής	της	συμπεριληπτικής	εσώκλεισης	(emboîtement	
inclusif).	Κατά	μέσο	όρο	πριν	από	τα	7	χρόνια	το	παιδί	απαντά	ότι	το	Α	υπερέχει	από	το	Β	
και	αυτό	γιατί,	μόλις	 το	όλο	διαχωρίστηκε	στα	μέρη,	αυτό	 το	όλον	δεν	υπάρχει	πλέον	ως	
τέτοιο	 και	 αυτό	 που	 απομένει	 από	 το	 Β	 είναι	 μόνο	 το	 άλλο	 μέρος	 Α΄	 («υπάρχουν	
περισσότερες	 καφετιές	 από	 ξύλινες	 χάντρες	 γιατί	 μένουν	 μόνο	 δύο	 άσπρες»,	 έτσι	 θα	
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απαντήσει	το	παιδί	ξέροντας	ότι	οι	καφετιές	είναι	εξίσου	ξύλινες).	Για	να	εγκαταστήσει	τη	
σχέση	Α<Β,	 το	παιδί	πρέπει	 να	περάσει	από	 την	αντιστρέψιμη	πράξη	Α+Α΄=Β	στις	Α=Β-Α΄	
και	Α΄=Β-Α.	Μόνο	όταν	το	όλον	Β	διατηρείται	ανεξάρτητα	από	τα	μέρη	τα	οποία	μπορούμε	
να	 εισαγάγουμε	 στο	 παιδί,	 κατακτάται	 η	 αντιστρεψιμότητα	 της	 πρόσθεσης	 και	 της	
αφαίρεσης	λογικών	τάξεων.»	(Gattegno	et	al.	1965,	σσ.	19-20	)	

Στο	 παραπάνω	 πείραμα	 του	 εγκλεισμού	 τάξεων	 ο	 Piaget	 βρήκε	 ότι	 παιδιά	 6	
χρονών	 και	 μικρότερα	 δεν	 μπορούν	 να	 κάνουν	 την	 πρέπουσα	 διάκριση	 μεταξύ	
είδους	 και	 γένους	 και	 συμπεραίνουν	 ότι	 «υπάρχουν	 περισσότερες	 ξύλινες	
καφετιές	 χάντρες	 από	 ξύλινες	 χάντρες»,	 δηλαδή	 ότι	 το	 μέρος	 είναι	 μεγαλύτερο	
από	το	όλον.	Τα	παιδιά	συγκρίνουν	το	μέρος	με	το	μέρος	και	όχι	το	μέρος	με	το	
όλον.	Ο	Piaget	παρατήρησε	επίσης	ότι	μόνο	όταν	τα	παιδιά	φτάσουν	στην	ηλικία	
των	7	ετών	απαντούν	ότι	υπάρχουν	περισσότερες	καφετιές	χάντρες.	

Είναι	 όμως	 δυνατόν	 να	 καταστήσουμε	 αυτή	 την	 κατάσταση	 συγκεκριμένη	
κάνοντας	μια	ακριβή	αναφορά.	 Στην	περίπτωση	με	 τις	 χάντρες,	 που	αναφέραμε	
παραπάνω,	η	αναφορά	σε	«ξύλινες	χάντρες»	λαμβάνει	έναν	αυθαίρετο	χαρακτήρα	
που	 βρίσκεται	 μακριά	 από	 τον	 κώδικα	 των	 παιδιών.	 Μπορεί	 όμως	 το	 παιδί	 να	
εργάζεται	πάνω	σε	ένα	πραγματικό	πλαίσιο	με	συγκεκριμένες	χάντρες,	τις	οποίες	
μπορεί	να	χειρίζεται.	Αυτό	το	παράδειγμα	συνιστά	μια	περίπτωση	όπου	η		καθαρά	
λογική	 όψη	 της	 κατάστασης	 είναι	 πιο	 δύσκολη	 από	 την	 αριθμητική	 όψη	 και	
επομένως	 η	 δυνατότητα	 απαρίθμησης	 μπορεί	 να	 χρησιμεύσει	 στην	 υποστήριξη	
του	λογικού	συλλογισμού	(Guignard,	1982).	

Ωστόσο	η	δυνατότητα	απαρίθμησης	προσφέρει	μια	βοήθεια	στην	κατανόηση	
της	έννοιας	της	ποσότητας	(το	παιδί	π.χ.	διαπιστώνει	ότι	υπάρχουν	περισσότερες	
καφετιές	ξύλινες	χάντρες	παρά	μη	καφετιές	ξύλινες	χάντρες)	και	η	δυσκολία	που	
υπάρχει	 ανάμεσα	 στις	 καφετιές	 ξύλινες	 χάντρες	 και	 στις	 ξύλινες	 χάντρες	
παραμένει	ακέραιη.	Αυτή	η	απαρίθμηση	παραμένει	παραταύτα	συνδεδεμένη	με	
το	 υλικό,	 μπροστά	 στο	 οποίο	 το	 παιδί	 τοποθετείται,	 και	 αυτό	 δεν	 σημαίνει	 με	
κανένα	 τρόπο	 ότι	 είναι	 ικανό	 να	 γενικεύσει	 συλλογιζόμενο	 μόνο	 πάνω	 στην	
εκφώνηση.	

Η	ένωση	Α+Α=Α	παρουσιάζει	με	την	πρόσθεση	1+1=2	μια	ισοδυναμία	ως	προς	
τον	 τύπο	 της	 πράξης,	 εφόσον	 και	 στις	 δύο	 περιπτώσεις	 η	 δραστηριότητα	
συνίσταται	στη	συνένωση,	αλλά	υπάρχει	μια	διαφορά	ως	προς	το	αποτέλεσμα	της	
πράξης	(Piaget	&	Szeminska,	1941/1991).	Η	ένωση	δύο	ξεχωριστών	πεπερασμένων	
συνόλων	 με	 το	 ίδιο	 κριτήριο	 σχηματίζει	 ένα	 εξίσου	 πεπερασμένο	 σύνολο	 με	 το	
ίδιο	κριτήριο.	Αντίθετα,	η	ένωση	δύο	πεπερασμένων	συνόλων	με	τον	ίδιο	απόλυτο	
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σχηματίζει	 ένα	 πεπερασμένο	 σύνολο	 με	 έναν	 άλλο	 απόλυτο	 (εκτός	 από	 την	
περίπτωση	 στην	 οποία	 τα	 δύο	 σύνολα	 είναι	 κενά).	 Στην	 πρώτη	 περίπτωση	
εργαζόμαστε	 πάνω	 σε	 τάξεις	 ορισμένες	 με	 μια	 ποιοτική	 ιδιότητα,	 στη	 δεύτερη	
περίπτωση	η	πράξη	αφορά	τάξεις	(ή	σύνολα),	ορισμένα	σύμφωνα	με	τον	απόλυτό	
τους.	

Η	σειροθετική	διάταξη	 αποτελεί	μια	 λογικομαθηματική	διαδικασία,	 η	οποία,	
σύμφωνα	 με	 τον	 Piaget,	 συμβάλλει	 στην	 οικοδόμηση	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού.	
Όταν	 δίνουμε	 στα	 παιδιά	 αντικείμενα	 να	 βάλουν	 σε	 σειρά	 κατά	 αυξανόμενο	
μέγεθος	 (π.χ.	 ως	 προς	 το	 μήκος),	 διαπιστώνουμε	 ότι	 δίνουν	 διαφορετικές	
απαντήσεις	 ανάλογα	 με	 την	 ηλικία.	 Περίπου	 στην	 ηλικία	 των	 7-8	 ετών	 γίνονται	
ικανά	να	σειροθετούν	όλα	τα	αντικείμενα	δημιουργώντας	ένα	είδος	σκάλας.	

Μια	 από	 τις	 δυσκολίες	 που	 παρουσιάζονται	 στη	 σειροθέτηση	 είναι	 το	
πρόβλημα	της	παρεμβολής	(Boule,	1989).	

	

Ζ

Ε
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Γ

Β

Α

	
	

Υποθέτουμε	 ότι	 τα	 ραβδάκια	 Α<Β<Γ<Δ<Ε	 είναι	 σειροθετημένα	 κατά	 αυξανόμενο	
μήκος.	 Πώς	 θα	 τοποθετήσουμε	 το	 Ζ	 σε	 αυτή	 τη	 σειρά;	 Το	 Ζ	 θα	 έπρεπε	 να	
τοποθετηθεί	 μεταξύ	 των	 Β	 και	 Γ	 εφόσον	 Ζ>Β	 και	 Ζ<Γ.	 Αυτές	 οι	 συγκρίσεις	
δημιουργούν	στο	παιδί	ένα	είδος	φαινομενικής	σύγκρουσης.	Φαίνεται	αδύνατο	το	
Ζ	να	είναι	ταυτόχρονα	μικρό	(πιο	μικρό	από	το	Γ)	και	μεγάλο	(πιο	μεγάλο	από	το	
Β).	Η	ταυτόχρονη	αναγνώριση	Β<Ζ<Γ	είναι	δύσκολη	για	τα	παιδιά	της	προσχολικής	
ηλικίας.	

Σύμφωνα	με	τον	Piaget	το	παιδί	μπορεί	να	απαγγέλλει	την	αριθμοακολουθία,	
χωρίς	 να	 κατανοεί	 ότι	 υπάρχει	 διαφορά	 μιας	 μονάδας	 ανάμεσα	 σε	 δύο	
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διαδοχικούς	αριθμούς	και	ότι	αυτός	ο	κανόνας	είναι	 γενικός	και	 ισχύει	 τόσο	για	
τους	μικρούς	όσο	και	για	τους	μεγάλους	αριθμούς.	

	

Όπως	το	παιδί	οικοδομεί	τη	σειροθέτηση,	έτσι	πρέπει	να	οικοδομήσει	και	τη	σειρά	
των	αριθμών.	Θα	πρέπει	να	μάθει	να	εγκαθιστά	σχέσεις	μεταξύ	των	αριθμών,	οι	
οποίες	 αναφέρονται	 στις	 διαφορές	 τους.	 Αυτή	 η	 διαφορά	 δεν	 πηγάζει	 από	 τα	
διαφορετικά	ονόματα	που	αποδίδουμε	στους	αριθμούς,	αλλά	απορρέει	από	 την	
κανονικότητα	 που	 καθιστά	 τους	 αριθμούς	 μια	 διατεταγμένη	 σειρά.	 Όπως	
συμβαίνει	 στη	 σειροθέτηση	 με	 τα	 ραβδάκια,	 το	 ίδιο	 μπορούμε	 να	 διατάξουμε	
κάθε	αριθμό	σε	σχέση	με	τον	προηγούμενο	και	τον	επόμενό	του:	2<3<4,	όπου	το	3	
είναι	 ταυτόχρονα	 μεγαλύτερο	 του	 2	 και	 μικρότερο	 του	 4.	 Αυτή	 η	 διαδικασία	
επαναλαμβάνεται	με	τον	ίδιο	ακριβώς	τρόπο	για	κάθε	αριθμό	μέχρι	το	άπειρο.	

Η	κατάκτηση	της	έννοιας	του	αριθμού	είναι	τελικά	η	σύλληψη	κάθε	τμήματος	
ακέραιων	 αριθμών	 ως	 ολικά	 διατεταγμένου	 και	 όταν	 το	 παιδί	 αντικρίζει	 δύο	
αριθμούς,	πρέπει	να	μπορεί	να	διακρίνει	τον	μεγαλύτερο	και	τον	μικρότερο.	

Σύμφωνα	με	τον	Piaget	η	έννοια	του	αριθμού	είναι	σύνθεση	του	εγκλεισμού	
τάξεων	και	 της	σχέσης	διάταξης.	Αυτές	οι	δύο	έννοιες	αλληλοδιαπλέκονται	στην	
οικοδόμηση	της	έννοιας	του	αριθμού.	Παίρνουμε	ως	παράδειγμα	τη	διαδοχή	των	
αριθμών	 3,	 4,	 5.	 Συμπτύσσοντας	 και	 επεκτείνοντας	 τα	 προηγούμενα	 έχουμε	 τις	
ακόλουθες	ιδιότητες:	

	

	

	

	

	
	

“Ένα”

“Τέσσερα”

“Δύο”

“Τρία”
Ακολουθία

 των αριθμών “Ένα” “Τέσσερα”“Δύο” “Τρία”

Οικογένεια συνόλων
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Συνοψίζοντας,	το	πρόβλημα	της	κατασκευής	του	αριθμού	από	ψυχολογική	άποψη	
ανάγεται	σύμφωνα	με	τον	Piaget	στη	δημιουργία	των	διαρκών	ισοδυναμιών	δύο	
συνόλων,	όποιοι	και	αν	είναι	ο	μετασχηματισμοί	που	υφίστανται	αυτά	τα	σύνολα.	
Σύμφωνα	με	αυτόν	υπάρχουν	δύο	προϋποθέσεις	για	την	κατάκτηση	της	έννοιας:	
μια	 διατήρηση	 του	 όλου,	 η	 οποία	 βασίζεται	 πάνω	 στις	 λογικές	 λειτουργίες	
αντιστρεψιμότητας	και	αντιστάθμισης,	και	μια	σειροθέτηση	των	στοιχείων,	από	τα	
οποία	 το	 καθένα	πρέπει	 να	 καταλαμβάνει	μια	ακριβή	θέση	για	 να	απαριθμείται	
μία	 μόνο	 φορά.	 Ο	 αριθμός	 θεωρείται	 μια	 νέα	 σύνθεση:	 είναι	 ταυτόχρονα	 ένα	
σύστημα	τάξεων	(κάθε	στοιχείο	εσωκλείεται	στην	τάξη	που	σχηματίζεται	από	αυτό	
και	 το	επόμενό	 του)	και	 ένα	σύστημα	διάταξης	στο	οποίο	μεσολαβεί	η	διαδοχή.	
Σύμφωνα	 με	 τα	 παραπάνω	 η	 κατάκτηση	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 δεν	 μπορεί	
ακόμη	να	επιτευχθεί	προτού	το	παιδί	καταφέρει	να	διατηρεί	ένα	δεδομένο	όλον	
παρά	τους	μετασχηματισμούς	που	αναδιευθετούν	τη	διάταξη	των	μερών	του.	

Σύμφωνα	με	τον	Piaget	όλες	αυτές	οι	λογικές	έννοιες	αναπτύσσονται	περίπου	
την	 ίδια	 χρονική	 στιγμή,	 γύρω	 στην	 ηλικία	 των	 7	 ετών.	 Η	 καθεμία	 από	 αυτές	
συμβάλλει	 στην	 κατανόηση	 και	 των	 άλλων.	 Με	 τον	 ίδιο	 τρόπο	 οι	 μαθηματικές	
έννοιες	 σχετιζόμενες	 με	 τις	 λογικές	 έννοιες	 είναι	 αμοιβαία	 εξαρτώμενες	 στην	
ανάπτυξή	τους.	Ο	Piaget	συζητάει	περαιτέρω	το	ζήτημα	αν	οι	αριθμητικές	έννοιες	

• Την	 έννοια	 της	 σειράς:	 το	 4	προηγείται	 του	 5	 και	 ακολουθεί	 του	 3	 (3<4<5).	
Αυτή	η	σχέση	αντιστοιχεί	στην	αντίθετή	της	5>4>3.	

• Την	έννοια	του	εγκλεισμού:	η	τάξη	«4»	περιέχει	την	τάξη	«3»	και	περιέχεται	
στην	τάξη	«5».	

• Την	 ποσοτικοποίηση	 των	 εγκλεισμών:	 η	 τάξη	 «3»	 εσωκλείεται	 στην	 τάξη	 4,	
σημαίνει	ότι	το	«1+1+1»	εσωκλείεται	στο	«1+1+1+1».	

• Το	συμπλήρωμα	της	τάξης	«3»	με	την	τάξη	«4»	είναι	η	τάξη	«1»:	«1+1+1»	+	
«1»=	 «1+1+1+1».	 Το	 συμπλήρωμα	μιας	 τάξης	 σε	 σχέση	με	 την	 επόμενή	 της	
είναι	η	τάξη	«1».	Κάθε	αριθμός	διαφέρει	κατά	μία	μονάδα	από	τον	επόμενό	
τους.	Αυτή	η	διαδικασία	ονομάζεται	επανάληψη	(iteration).	

• Η	 αριθμοακολουθία	 υπονοεί	 μια	 αναδρομική	 διαδικασία.	 Έχουμε	 μια	
αριθμητική	 πρόοδο	 με	 διαφορά	 ω=1,	 πρώτο	 όρο	 τη	 μονάδα,	 αναδρομικό	
τύπο	αν+1=	αν+1	και	γενικό	όρο	αν=ν.	

• Τέλος,	 κάθε	 αριθμός	 διακρίνεται	 από	 κάθε	 άλλον	 από	 τη	 διαφορά	 μιας	
μονάδας	ή	μιας	πολλαπλότητας	μονάδων	(π.χ.	5–4=1	ή	7–2=5×1.	
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μπορούν	 να	 πάρουν	 τη	 δομή	 τους	 μέσω	 της	 διατήρησης	 ή	 αν	 η	 διατήρηση	
προηγείται	 και	 είναι	 μια	 	 προϋπόθεση	 για	 τις	 αριθμητικές	 και	 ποσοτικές	
δραστηριότητες.	 Τα	 συμπεράσματά	 του	 –μετά	 την	 εκτέλεση	 ενός	 μεγάλου	
αριθμού	πειραμάτων–	είναι	ότι	η	προηγούμενη	εναλλακτική	λύση	(επιλογή)	είναι	
έγκυρη.	 Η	 λογική	 κατανόηση	 και	 η	 αριθμητική	 και	 ποσοτική	 κατανόηση	
αναπτύσσονται	ταυτόχρονα,	σε	αμοιβαία	εξάρτηση	μεταξύ	τους,	σύμφωνα	με	τον	
Piaget.	

Στα	διδακτικά	εγχειρίδια	και	στη	μαθηματική	διδασκαλία	που	στηρίζονται	στη	
θεωρία	του	Piaget	οι	λογικές	έννοιες	διδάσκονται	συχνά	πριν	από	τις	αριθμητικές,	
για	να	προετοιμάσουν	το	παιδί	για	τη	μαθηματική	διδασκαλία.	Εάν	η	διδασκαλία	
στηριζόταν	στη	θεωρία	του	Piaget,	θα	έπρεπε	οι	αριθμητικές	και	λογικές	έννοιες	
να	αλληλοτροφοδοτούναι.	

Το	προαναφερόμενο	πείραμα	με	τις	χάντρες	είναι	σύνθετο	για	τα	παιδιά,	γιατί	
εμπλέκει	τον	αριθμητικό	εγκλεισμό	με	τον	λογικό	εγκλεισμό	τάξεων.	Το	παιδί	δεν	
διενεργεί	 αριθμητική	 σύγκριση	 ανάμεσα	 στις	 23	 ξύλινες	 χάντρες	 και	 στις	 20	
καφετιές,	αλλά	συγκρίνει	με	μια	ματιά	τις	20	καφετιές	με	τις	2-3	άσπρες.	Το	παιδί	
δεν	 καταγίνεται	 με	 τη	 λογική	 σύγκριση	 των	 ξύλινων	 χαντρών	 με	 τις	 ξύλινες	
καφετιές	 χάντρες.	 Ο	 Piaget	 υποστηρίζει	 ότι	 το	 παιδί	 δεν	 έχει	 αναπτύξει	 την	
αντιστρέψιμη	 σκέψη	 για	 να	 μπορεί	 να	 συνεξετάζει	 ταυτόχρονα	 το	 όλον	 και	 το	
μέρος.	Παρά	τις	αμφισβητήσεις	του	εν	λόγω	πειράματος32,	η	ερμηνεία	του	Piaget	
δεν	μπορεί	να	παραγνωριστεί.		

Η	αναγνώριση	 της	 σχέσης	μέρους-όλου	που	υπεισέρχεται	 στη	σύγκριση	δύο	
φυσικών	 αριθμών	 (αν	 έχεις	 5	 καραμέλες	 μπορείς	 να	 μου	 δώσεις	 6;)	 ή	 στη	
σύγκριση	 δύο	 λογικών	 τάξεων	 (π.χ.	 λουλούδια	 και	 μαργαρίτες)	 δεν	 είναι	 απλή	
υπόθεση	 για	 τα	 παιδιά.	 Η	 ωρίμαση	 της	 σχέσης	 εσώκλεισης	 των	 αριθμών	 και	 η	
γενίκευσή	 της	 είναι	 μια	 μακροχρόνια	 διαδικασία.	 Αυτό	 δεν	 αφορά	 μόνο	 τα	
Μαθηματικά,	 αλλά	 κάθε	 γνωστικό	 πεδίο,	 ολόκληρη	 τη	 γλώσσα	 του	 παιδιού	 και	
δεν	 είναι	 μόνο	 θέμα	 νευροφυσιολογικής	 ωρίμασης,	 αλλά	 και	 απόκτησης	
εμπειριών.	 Όμως	 για	 τα	 ίδια	 παιδιά	 η	 καθαρή	 αριθμητική	 σύγκριση	 με	 την	

                                                             
32	Η	κύρια	κριτική	για	τα	ευρήματα	του	Piaget	στο	εν	λόγω	πείραμα	εγκλεισμού	τάξεων	εστιάστηκε	 	στον	
τρόπο	 ερμηνείας	 της	 ερώτησης	 του	 έθετε	 ο	 ερευνητής	 από	 τα	 ίδια	 τα	 παιδιά.	 Ο	 Mc	 Garrigle	 σε	 ένα	
ευκολότερο	 πρόβλημα	 εγκλεισμού	 τάξεων	 βρήκε	 ότι	 το	 66%	 των	 νηπίων	 ηλικίας	 3-5	 χρονών	 απάντησε	
σωστά	 (βλ.	Donaldson,	 1991).	 Επιπρόσθετα,	 σύμφωνα	με	 τον	Holt,	 στο	 ερώτημα	«αν	 είναι	 πιο	 πολλά	 τα	
λουλούδια	 ή	 οι	 μαργαρίτες»	 το	 παιδί	 έρχεται	 αντιμέτωπο	 με	 μια	 ακατανόητη	 και	 αφηρημένη	 λεκτική	
πυγμαχία	με	τον	εξεταστή,	που	δεν	αποσαφηνίζει	το	πρόβλημα	της	σχέσης	του	μέρους	προς	το	όλον	(βλ.	
Holt,	1978).			
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υποβοήθηση	της	εποπτικής	αναγνώρισης	μιας	μόνο	τάξης		(π.χ.	κόκκινες	χάντρες)	
του	μέρους	από	το	όλον	σε	ορατές	συλλογές,	σε	γνώριμες	τάξεις	ή	είναι	μάλλον	
ευκολότερη.	Η	σχέση	μέρους-όλου	αφορά	τη	συνολική	εννοιολογική	ανάπτυξη	του	
παιδιού.		

Η	προσέγγιση	του	Piaget	για	τη	γένεση	του	αριθμού	συνδέθηκε	με	τη	θεωρία	
των	 συνόλων.	 Αυτός	 ο	 συνδυασμός	 γέννησε	 το	 μεταρρυθμιστικό	 κίνημα	 των	
«Μοντέρνων	 αθηματικών».	 Το	 κύριο	 ενδιαφέρον	 εστιάστηκε	 στη	 λογική	
θεμελίωση	των	Μαθηματικών	εννοιών	με	βάση	ενδομαθηματικά	κριτήρια.	Το	εν	
λόγω	κίνημα	αποτελεί	σημαντικό	σταθμό,	που	συνιστά	μια	απρόσκλητη	διείσδυση	
του	 φορμαλισμού	 από	 το	 νηπιαγωγείο	 και	 επηρέασε	 τη	 διδασκαλία	 των	
Μαθηματικών	σε	παγκόσμιο	επίπεδο	(Λεμονίδης,	2000).		

	

	

	

	

	

	

	

	
	

Τα	ευρήματα	του	Piaget	προέκυψαν	από	ψυχολογικές	έρευνες	για	τη	γένεση	της	
έννοιας	 του	 αριθμού	 στην	 πορεία	 ανάπτυξης	 της	 παιδικής	 νοημοσύνης.	 Στο	
πλαίσιο	 της	 θεωρίας	 του	 Piaget	 οι	 λογικομαθηματικές	 δομές	 είχαν	 θεμελιώδη	
σημασία	 	για	τη	σταδιακή	ανάπτυξη	της	έννοιας	των	αριθμών	και	γενικά	για	την	
προοδευτική	οικοδόμηση	της	γνώσης.	Παραταύτα	η	επιστημολογική	και	γνωστική	
προσέγγιση	της	έννοιας	του	φυσικού	αριθμού	στη	θεωρία	του	Piaget	έχει	άμεση	
σχέση	 με	 την	 αντίστοιχη	 αξιωματική	 θεμελίωση	 στo	 πλαίσιo	 των	Μαθηματικών.	
Αυτός	ο	συνδυασμός	ευνόησε	την	εισαγωγή	των	«Μοντέρνων	Μαθηματικών»	στο	
νηπιαγωγείο	και	στο	δημοτικό	σχολείο.	

Πριν	 από	 την	 εισαγωγή	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 στα	 παιδιά	 η	
λογικομαθηματική	 προσέγγιση	 εστιάζει	 την	 προσοχή	 της	 στην	 ποιοτική	
επεξεργασία	 των	 προαριθμητικών	 εννοιών.	 Αυτές	 είναι:	 η	 ταξινόμηση,	 η	
σειροθέτηση,	 η	 διατήρηση,	 η	 αντιστοίχιση	 ένα	 προς	 ένα.	 Όσο	 οι	 μαθητές	

Η	μεταρρύθμιση	 των	«Μοντέρνων	αθηματικών»αυτή	προτείνει	μια	νέα	αντίληψη	
του	αριθμού	στο	νηπιαγωγείο	και	στην	πρώτη	τάξη	του	δημοτικού	σχολείου.	Μετά	
την	εισαγωγή	της	έννοιας	του	συνόλου,	ο	φυσικός	αριθμός	προκύπτει	σύμφωνα	με	
τον	 μαθηματικό	 ορισμό	 του	 ως	 ο	 κοινός	 πληθικός	 αριθμός	 (πληθάριθμος)	
διαφόρων	συνόλων,	που	όπως	διαπιστώνεται	με	την	αντιστοιχία	ένα	προς	ένα	είναι	
ισοπληθικά	 (ή	 ισοδύναμα).	 Ακριβέστερα	 τα	 σύνολα	 διαμερίζονται	 σε	 κλάσεις	
ισοδυναμίας	με	βάση	τη	σχέση	ισοδυναμίας	ως	προς	το	πλήθος	των	στοιχείων	που	
έχουν.	 Έτσι	 οι	 φυσικοί	 αριθμοί	 συμβολίζουν	 την	 πληθικότητα	 των	 κλάσεων	
ισοδυναμίας.	 Έχουμε	 μια	 άμεση	 διδακτική	 μεταφορά	 του	 αξιωματικού	 ορισμού	
των	φυσικών	αριθμών,	όπως	ορίστηκε	στο	πλαίσιο	της	θεωρίας	των	συνόλων.		
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ασκούνται	 με	 διάφορες	 δραστηριότητες	 για	 την	 απόκτηση	 των	 προαριθμητικών	
ικανοτήτων,	 δεν	 πρέπει	 να	 απαριθμούν	 τα	 αντικείμενα,	 αφού	 ο	 αριθμός	 των	
στοιχείων	ενός	συνόλου	(πληθάριθμος)	εισάγεται	αργότερα,	όταν	τα	παιδιά	έχουν	
εξοικειωθεί	με	τις	προαναφερόμενες	δραστηριότητες	και	την	έννοια	του	συνόλου.		

Οι	 αριθμητικές	 σχέσεις	 ανάλυσης	 και	 σύνθεσης	 υποτάσσονται	 στις	
γενικότερες	 λογικές	 σχέσεις	 μέρους-όλου	 και	 δεν	 γίνονται	 ορατές	 στα	
προγράμματα	των	Μοντέρνων	μαθηματικών.	Θα	πρέπει	να	αποδεσμευτούμε	από	
τη	αντίληψη	που	προτείνει	μια	υπερτροφία	λογικών	δραστηριοτήτων	και	για	την	
κατάκτηση	των	αριθμών	θεωρεί	ως	προαπαιτούμενο	τον	εγκλεισμό	(και	ακόμα	τη	
σειροθέτηση	και	τη	διατήρηση).	Χαρακτηριστικό	είναι	το	παρακάτω	απόσπασμα:		

	«...η	 κατασκευή	 του	αριθμού	μπορεί	 να	 ευνοήσει	 επίσης	 την	 κατασκευή	 του	 εγκλεισμού	
τάξεων	το	ίδιο	ή	καμιά	φορά	περισσότερο	από	το	αντίθετο.»	(Piaget,	1970.	σ.	41)	

Η	 χρονική	 πρόταξη	 τέτοιου	 είδους	 λογικομαθηματικών	 διαδικασιών	 και	
δραστηριοτήτων	έχει	την	προέλευσή	της	στη	θεωρία	του	Piaget.	Προλογίζοντας	ο	
ίδιος	 ο	 Piaget	 το	 βιβλίο	 του	 Beauverd	 «Πριν	 από	 τον	 υπολογισμό»,	 το	 οποίο	
αποτελεί	μια	παιδαγωγική	εφαρμογή	των	ευρημάτων	του,	γράφει:	

«Ένα	πρώτο	σημείο	για	το	οποίο	πρέπει	να	συγχαρούμε	τον	συγγραφέα	αυτών	των	ωραίων	
ασκήσεων	 είναι	 ότι	 ήξερε	 να	 επιμένει	 όπως	 αρμόζει	 πάνω	 στις	 προκαταρκτικές	
προϋποθέσεις	 μιας	 κατάλληλης	 απόκτησης	 των	 μαθηματικών	 εννοιών.	 Ολόκληρο	 το	
κεφάλαιο	 Ι	 αφορά	 πράγματι	 την	 κατασκευή	 των	 δομών	 διατήρησης,	 τη	 σημασία	 των	
οποίων	ένας	κάπως	βιαστικός	παιδαγωγός	θα	μπορούσε	να	παραμελήσει,	υποθέτοντας	ότι	
το	 ενδιαφέρον	 τους	 είναι	 μάλλον	 θεωρητικό	 και	 σχετίζεται	 μόνο	 με	 την	 ψυχολογική	
ανάλυση.»	(Beauverd,	1964,	σ.	3)	

Έντονη	 ήταν	 η	 κριτική	 που	 άσκησε	 στα	 πειράματα	 του	 Piaget	 ο	 Ολλανδός	
μαθηματικός	 Freudenthal.	 Υποστήριξε,	 υπερβάλλοντας,	 ότι	 ταυτίζει	 την	
επιστημολογία	της	Γεωμετρίας	και	των	Μαθηματικών	με	τις	θεωρήσεις	των	Kline	
και	Bourbaki.	Προοδευτικά	διαμορφώνονται	νέες	τάσεις	που	αφήνουν	στην	άκρη	
τις	 λογικές	 έννοιες	 και	 φέρνουν	 στο	 προσκήνιο	 τις	 αριθμητικές	 γνώσεις	 των	
μικρών	παιδιών.		

«Μετά	 τη	 σχεδόν	 ολοσχερή	 εγκατάλειψη	 των	 προαριθμητικών	 δραστηριοτήτων	 στο	
νηπιαγωγείο	 ο	 αριθμός	 σιγά	 σιγά	 επανέρχεται,	 αλλά	 οι	 εργασίες	 που	 γίνονται	 στις	
περισσότερες	 τάξεις,	 ακόμα	 και	 στη	 μικρή	 τάξη	 του	 νηπιαγωγείου,	 αποδεικνύουν	 το	
ενδιαφέρον	που	αποδίδεται	στην	εργασία	πάνω	στον	αριθμό,	η	οποία	ακόμα	είναι	πλήρως	
ανανεωμένη	 σε	 σχέση	 με	 τις	 πρακτικές	 που	 εφαρμόζονταν	 πριν	 από	 το	 1970».	 (Dubois,	
Fenichel,	Pauvert,	1993,	σ.	24-25)	
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Σύμφωνα	με	τις	νέες	προσεγγίσεις	οι	διδακτικές	δραστηριότητες	σχετίζονται	με	το	
είδος	 των	 αριθμητικών	 γνώσεων	που	 μαθαίνουν	 τα	 παιδιά	 στο	 σχολείο.	 Τόσο	 η	
αρίθμηση	 που	 εξετάσαμε	 στο	 2ο	 κεφάλαιο	 όσο	 και	 η	 αριθμητική	 ανάλυση	 και	
σύνθεση	που	αριθμού	που	θα	μελετήσουμε	στο	κεφάλαιο	4	προσεγγίζουν	αυτές	
τις	επιδιώξεις.	Επί	του	παρόντος	θα	παραμείνουμε	στη	διατήρηση	του	αριθμού.		

3.4. Σύγκριση	συλλογών	και	διατήρηση	του	αριθμού	

Όπως	 ήδη	 αναφέρθηκε	 στη	 θεωρία	 του	 Piaget	 η	 βάση	 για	 την	 πρόσκτηση	 της	
έννοιας	 του	αριθμού	είναι	η	 ισοπληθικότητα.	Η	κατανόηση	 της	 ισοπληθικότητας	
από	 το	 παιδί	 ως	 αφηρημένης	 αρχής	 διαπιστώνεται	 με	 το	 κλασικό	 πείραμα	
διατήρησης.		

Προτού	 προχωρήσουμε	 στο	 πιο	 εντυπωσιακό	 πείραμα	 του	 Piaget	 για	 τη	
διατήρηση	 του	 αριθμού33	 σε	 μετασχηματιζόμενα	 ασυνεχή	 μεγέθη,	 αξίζει	 να	
σημειώσουμε	ότι	η	σχέση	«μεγαλύτερο»	ή	«περισσότερο»	είναι	αλληλένδετη	με	
την	 έννοια	 του	 αριθμού,	 δηλαδή	 αποτελεί	 συστατικό	 στοιχείο,	 αφού	 χωρίς	 την	
κατανόησή	 της	 δεν	 μπορεί	 το	 παιδί	 να	 τελέσει	 συγκεκριμένες	 λειτουργικές	
πράξεις,	 με	άλλα	 λόγια	 δεν	 μπορεί	 να	 χειριστεί	 λογικά	 την	 έννοια	 του	αριθμού.	
Πρέπει	 επίσης	 να	 παρατηρήσουμε	 ότι	 το	 εννοιολογικό	 πεδίο	 «μακρύ-πολύ-
μεγάλο»	 ή	 σε	 συγκριτικό	 βαθμό	 «μακρύτερο-περισσότερο-μεγαλύτερο»	
παραμένει	ακόμη	αδιαφοροποίητο	για	τα	παιδιά	της	προσχολικής	ηλικίας,	αφού	
δεν	 μπορούν	 να	 κάνουν	 σε	 κάθε	 περίπτωση	 τις	 απαραίτητες	 διακρίσεις:	 ότι	 το	
«μακρύ	 ή	 μεγαλύτερο»	 αναφέρεται	 στο	 μήκος,	 	 «το	 μεγάλο	 ή	 μεγαλύτερο»	 –
τουλάχιστον	στην	περίπτωση	υλικών	αντικειμένων	–στην	ύλη	κ.ο.κ.	Η	εσφαλμένη	
απάντηση	 δεν	 οφείλεται	 απλώς	 στο	 γλωσσικό	 μπέρδεμα	 των	 λέξεων	
«μεγαλύτερο»	και	«περισσότερο»,	αλλά	η	ίδια	η	γλωσσική	ανεπάρκεια	συνδέεται	
με	 την	 ελλιπή	 λογικομαθηματική	 δομή,	 την	 ανικανότητα	 διατήρησης	 της	
ποσότητας,	δηλαδή	του	αριθμού.	

Μπορούμε	να	δείχνουμε	στα	παιδιά	δύο	σύνολα	και	να	τα	ρωτάμε	εάν	έχουν	
τον	 ίδιο	 αριθμό	 στοιχείων.	 Εάν	 τα	 σύνολα	 διευθετούνται	 σε	 γραμμές,	 που	 τα	
στοιχεία	 τους	βρίσκονται	σε	αντιστοιχία	ένα	προς	ένα,	 τα	παιδιά	δεν	βασίζονται	
στην	απαρίθμηση	για	να	συγκρίνουν	τα	σύνολα.	Αλλά	εάν	αυτά	παρουσιαστούν	με	
διαφορετικούς	 τρόπους,	 όπως	σε	 γραμμές	αλλά	όχι	 σε	αντιστοιχία,	 ή	απλωμένα	
                                                             
33	Η	διατήρηση	του	αριθμού	ορίζεται	ως	η	ικανότητα	να	"συμπεράνουμε	παραγωγικά"	ότι	η		ποσότητα	ενός	
συνόλου	αντικειμένων	παραμένει	η	ίδια,	ενώ	η	εξωτερική	φυσική	εμφάνιση	του	τρόπου	διευθέτησης	των	
αντικειμένων	έχει	τροποποιηθεί.	
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γύρω	 από	 το	 τραπέζι	 ή	 μέσα	 σε	 ένα	 κουτί,	 η	 απαρίθμηση	 γίνεται	 αναγκαία.	 Σε	
αυτό	 το	 τμήμα	θα	 εξετάσουμε	 τις	 εκτιμήσεις	 των	παιδιών	σχετικά	με	 τα	μεγέθη	
των	 συνόλων	 και	 την	 ικανότητά	 τους	 να	 χρησιμοποιούν	 την	 απαρίθμηση	 στη	
σύγκριση	συνόλων.	

Στο	τέλος	του	περασμένου	αιώνα	ο	Binet,	ο	οποίος	κυρίως	είναι	γνωστός	για	
τις	 δοκιμασίες	 «μέτρησης»	 της	 νοημοσύνης,	 ήταν	 ίσως	 ο	 πρώτος	 ο	 οποίος	
παρατήρησε	ότι	σε	μια	δοκιμασία	αριθμητικής	σύγκρισης	δύο	συλλογών	τα	μικρά	
παιδιά	έκαναν	λάθη	που	οφείλονταν	στην	έκταση	 (εμβαδόν)	που	καταλάμβαναν	
οι	 συλλογές.	 Αυτή	 η	 παρατήρηση	 επιβεβαιώθηκε	 από	 τον	 Piaget	 (1941)	 για	 μια	
άλλη	διάσταση,	το	μήκος,	στο	κλασικό	παράδειγμα	της	διατήρησης.		

Υπενθυμίζουμε	σύντομα	την	πασίγνωστη		δοκιμασία	διατήρησης	του	αριθμού	
(Piaget	 &	 Szeminska,	 1941/1991).	 Παρουσία	 δύο	 διαφορετικών	 συλλογών	 (εδώ	
μπλε	 τετράγωνα,	 εκεί	 κόκκινοι	 κυκλικοί	 δίσκοι),	 που	 έχουν	 πληθικότητα	 934,	
διαπιστώνουμε	με	μια	οπτική	αντιστοιχία	ένα	προς	ένα	«ότι	υπάρχουν	τα	ίδια».	Ο	
ερευνητής	ευθυγραμμίζει	9	κόκκινους	κυκλικούς	δίσκους	και	ζητάει	από	το	παιδί	
να	 ευθυγραμμίσει	 έναν	 ίδιο	 αριθμό	 από	 μπλε	 τετράγωνα:	 «Βάλε	 τόσα	 μπλε	
τετράγωνα	 όσους	 κόκκινους	 κυκλικούς	 δίσκους	 έβαλα	 εγώ,	 ακριβώς	 το	 ίδιο	
πράγμα,	 ακριβώς	 τόσα,	 ούτε	 παραπάνω	 ούτε	 παρακάτω».	 Στη	 συνέχεια	 ο	
ερευνητής	 τροποποιεί	 τη	 δεύτερη	 σειρά	 κάτω	 από	 το	 	 προσεκτικό	 βλέμμα	 του	
παιδιού	αραιώνοντας	 (ή	πυκνώνοντας)	 τα	μπλε	τετράγωνα.	Ο	απόλυτος	αριθμός	
δεν	κατονομάζεται	ούτε	έχει	σημασία.	Ερευνάται	απλώς	η	ικανότητα	του	παιδιού	
να	κατασκευάζει	ισοδύναμα	σύνολα:	τόσα-όσα.	

	

	

Στη	συνέχεια	ο	ερευνητής	αραιώνει	τα	αντικείμενα	της	μιας	συλλογής	(εδώ	τα	
τετράγωνα)	και	θέτει	το	ερώτημα35:	«Και	τώρα	υπάρχουν	πάντοτε	τα	ίδια;	Υπάρχει	
                                                             
34	Στα	πειράματα	του	Piaget	ο	ελάχιστος	αριθμός	είναι	7.	Κατασκευάζονται	σειρές	με	διακριτά	και	ομοειδή	
αντικείμενα	 (μάρκες,	 κουμπιά,	 κέρματα	 κ.λπ.)	 που	 ο	 αριθμός	 τους	 κυμαίνεται	 μεταξύ	 6	 και	 9.	 Οι	 μικροί	
αριθμοί	είναι	συνήθως	πολύ	γνώριμοι,	οι	διψήφιοι	προφανώς	πολύ	δύσκολοι.	
35	Εάν	το	παιδί	έχει	δώσει	τη	σωστή	απάντηση	διατήρησης,	ο	ερευνητής	λέει:	"Κοίταξε	πόσο	μακριά	είναι	
αυτή	η	γραμμή.	Ένα	άλλο	παιδί	είπε	ότι	υπάρχουν	εδώ	περισσότερα	τετράγωνα	διότι	αυτή	η	σειρά	είναι	πιο	
μακριά.	Ποιος	έχει	δίκιο	εσύ	ή	το	άλλο	παιδί.;"	Εάν	αντίθετα	η	απάντηση		του	παιδιού	ήταν	λανθασμένη.	ο	
ερευνητής	του	υπενθυμίζει	την	αρχική	ισότητα:	"Αλλά	εσύ	δεν	θυμάσαι;	Πριν	βάλαμε	έναν	κόκκινο	δίσκο	
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το	 ίδιο	 πράγμα	 (ο	 ίδιος	 αριθμός)	 από	 κόκκινους	 κυκλικούς	 δίσκους	 και	 μπλε	
τετράγωνα,	 υπάρχουν	 περισσότεροι	 εδώ	 (κόκκινοι	 δίσκοι)	 ή	 περισσότερα	 εκεί	
(μπλε	τετράγωνα);	Πώς	το	ξέρεις;»	

Σε	 γενικές	 γραμμές	 η	 αξιολόγηση	 των	 αποτελεσμάτων	 ενός	 τέτοιου	
πειράματος	 με	 παιδιά	 μεταξύ	 4	 και	 6	 ετών	 επιβεβαιώνει	 την	 ύπαρξη	 τριών	
σταδίων	 εξέλιξης,	 στα	 οποία	 δεν	 αντιστοιχούν	 όμως	 σαφώς	 οριοθετημένες	
ηλικιακές	κατηγορίες,	αν	και	η	συσχέτιση	ηλικίας/προόδου	είναι	σημαντική.	
• Στο	 πρώτο	 στάδιο	 τα	 παιδιά	 δεν	 καταφέρνουν	 να	 φτιάξουν	 ένα	 ισοδύναμο	 σύνολο.	

Σχηματίζουν	σειρές	πιο	μακριές	ή	πιο	 κοντές	από	 τη	δεδομένη	και	συμπεραίνουν	ότι	η	πιο	
μακριά	 περιέχει	 περισσότερα	 αντικείμενα,	 ενώ	 η	 πιο	 κοντή	 λιγότερα.	 Όταν	 καλούνται	 να	
κάνουν	συμπληρωματικές	κινήσεις	για	να	πετύχουν	τον	ίδιο	αριθμό	αντικειμένων,	εξισώνουν	
το	μήκος	είτε	με	προσθαφαιρέσεις	 των	αντικειμένων	είτε	με	αραίωση	ή	σύμπτυξη	των	ήδη	
τοποθετημένων.	Σε	όλες	τις	περιπτώσεις	γίνεται	σφαιρική	σύγκριση	με	γνώμονα	το	μήκος	και,	
σε	 πολύ	 λίγες	 περιπτώσεις,	 την	 πυκνότητα.	 Η	 μεγαλύτερη	 σειρά	 ή	 έστω	 η	 πιο	 πυκνή,	
σύμφωνα	 με	 αυτή	 τη	 σφαιρική	 εκτίμηση,	 περιέχει	 μεγαλύτερο	 αριθμό	 διακριτών	
αντικειμένων.	Δύο	ισομήκεις	σειρές	περιέχουν	τον	ίδιο	αριθμό	αντικειμένων.	

• Στο	 δεύτερο	 στάδιο	 τα	 παιδιά	 ανταποκρίνονται	 στην	 οδηγία	 να	 επιχειρήσουν	 μια	
αντιστοίχιση	μεταξύ	 των	αντικειμένων	 της	δεδομένης	σειράς	 και	 εκείνης	που	καλούνται	 να	
κατασκευάσουν	τα	ίδια.	Όταν	παρά	τη	διαισθητική	αντιστοίχιση	η	δική	τους	σειρά	είναι	πιο	
μακριά	 ή	 πιο	 κοντή,	 τότε	 πιστεύουν	 πάλι,	 όπως	 στο	 πρώτο	 στάδιο	 της	 ολικής	 ή	 σφαιρικής	
εκτίμησης,	 ότι	 περιέχει	 περισσότερα	 ή	 λιγότερα	αντικείμενα	 από	 τη	 δεδομένη	 σειρά.	Όταν	
μια	ισομήκης	και	κατά	την	άποψή	τους	ισοδύναμη	σειρά	αραιωθεί	ή	συμπτυχθεί,	θεωρείται	
αμέσως	 μεγαλύτερη	 ή	 μικρότερη	 αντίστοιχα,	 οπότε	 αυτομάτως	 περιέχει	 περισσότερα	 ή	
λιγότερα	 αντικείμενα.	 Η	 ποσοτική	 σταθερότητα	 συνδέεται	 με	 το	 ίδιο	 μήκος	 ή	 την	 ίδια	
πυκνότητα,	δηλαδή	ακόμη	και	η	αντιστοίχιση	ένα	προς	ένα	πρέπει	να	παραμείνει	αντιληπτή	
(ορατή),	 διότι	 μόνο	 τότε	 ελέγχονται	 και	 τα	 δύο	 κριτήρια	 ισοδυναμίας,	 που	 ισχύουν	 για	 τα	
παιδιά,	 το	 μήκος	 και	 η	 πυκνότητα.	 Ο	 μετασχηματισμός	 μιας	 ποσότητας	 δηλαδή	 απλώς	 η	
αναδιευθέτηση	των	στοιχείων	του	συνόλου,	δεν	είναι	ούτε	σε	αυτό	το	στάδιο	αντιστρέψιμος.	

• Στο	 τρίτο	 στάδιο	 η	 αντιστοίχιση	 ένα	 προς	 ένα	 είναι	 λειτουργική	 και	 η	 επιτυγχανόμενη	
ισοδυναμία	διαρκής.	Η	πυκνότητα	και	το	μήκος	εξακολουθούν	να	παίζουν	προσανατολιστικό	
ρόλο	και	ελέγχονται	σε	αμοιβαία	συσχέτιση.	Όταν	μια	διάταξη	των	αντικειμένων	γίνεται	πιο	
πυκνή,	το	συνολικό	μήκος	της	σειράς	μειώνεται.	Όταν	γίνεται	πιο	αραιή,	το	μήκος	αυξάνεται.	
Παραταύτα	 οι	 απαντήσεις	 είναι	 διστακτικές	 και	 εύθραυστες.	 Η	 αντιστοίχιση	 είναι	 τώρα	
καθαρά	 ποσοτική	 και	 εκφράζει	 αριθμητική	 ισότητα,	 ενώ	 στο	 προηγούμενο	 στάδιο	 είχαμε	
απλώς	διαισθητική	ισοδυναμία	μεγεθών	χωρίς	αντιστοίχιση.	Η	ανασφάλεια	είναι	εντονότερη	

                                                                                                                                                                                          
μπροστά	σε	κάθε	μπλε	τετράγωνο.	Ένα	άλλο	παιδί	είπε	ότι	υπάρχει	 τώρα	ο	 ίδιος	αριθμός	από	κόκκινους	
κυκλικούς	δίσκους	και	μπλε	τετράγωνα	Κατά	τη	γνώμη	σου	ποιος	έχει	δίκιο	εσύ	ή	το	άλλο	παιδί;"	(βλ.	Kamii	
&	De	Klark,	1985).		
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στους	 μεγαλύτερους	 αριθμούς	 και	 προπάντων	 όταν	 τα	 παιδιά	 καλούνται	 να	 κάνουν	
αριθμητική	εκτίμηση	των	ποσοτήτων.	

Γενικά,	 σύμφωνα	 με	 τον	 Piaget	 «δεν	 θα	 μπορούσαμε	 να	 μιλήσουμε	 για	
κατανόηση	 των	 αριθμών,	 προτού	 συγκροτηθεί	 η	 έννοια	 διατήρησης	 των	
αριθμητικών	συνόλων	ανεξάρτητα	από	τη	διευθέτησή	τους	στο	χώρο»	 	 (Piaget	&	
Inhelder,	1966,	σ.	86).	Το	παιδί	των	τεσσάρων	ή	πέντε	χρονών	συμπεραίνει	από	το	
μήκος	 της	 αραιωμένης	 συλλογής:	 επειδή	 αυτή	 ξεπερνά	 στις	 δύο	 πλευρές	 τη	
συλλογή	των	κυκλικών	δίσκων,	ισχυρίζεται	ότι	υπάρχουν	περισσότερα	τετράγωνα.	
Μόνο	 από	 την	 ηλικία	 των	 6	 χρονών	 αρχίζει	 να	 υπερβαίνει	 τη	 δυσκολία	 και	 να	
εξηγεί	 λογικά	 γιατί	 ο	 αριθμός	 δεν	 επηρεάστηκε	 από	 τον	 μετασχηματισμό	 του	
ερευνητή.	Προβάλλει	τότε	επιχειρήματα	ταυτότητας	 (η	συλλογή	παραμένει	 ίδια),	
αντιστρεψιμότητας	 (μπορούμε	 να	 επανέλθουμε	 στην	 αρχική	 κατάσταση)	 ή	
αντιστάθμισης	(η	γραμμή	είναι	μακρύτερη,	αλλά	πιο	αραιωμένη).	

Ο	Piaget	τόνισε	ότι	παιδιά	που	γνωρίζουν	να	απαριθμούν	δεν	χρησιμοποιούν	
την	απαρίθμηση	για	να	συγκρίνουν	σύνολα.	Σχεδίασε	ένα	πείραμα,	το	οποίο	είναι	
γνωστό	 ως	 «δοκιμασία	 διατήρησης».	 Αρχικά	 ζητούσε	 από	 τα	 παιδιά	 να	
δημιουργήσουν	 ένα	 σύνολο	 ισοπληθικό	 με	 ένα	 άλλο	 σύνολο	 που	 είχε	
παρουσιάσει	 ο	 ερευνητής,	 στο	 οποίο	 τα	 στοιχεία	 ήταν	 οργανωμένα	 σε	 γραμμή.	
Όπως	 είδαμε,	 τα	 μικρότερα	 παιδιά	 συχνά	 προσπαθούν	 να	 δημιουργήσουν	
ισοδύναμα	 σύνολα	 με	 αντιστοίχιση	 παρά	 με	 απαρίθμηση.	 Στη	 συνέχεια	 ο	
ερευνητής	 τροποποιεί	 τη	 χωρική	 διευθέτηση	 των	 στοιχείων	 της	 μιας	 γραμμής	
αραιώνοντάς	 τα,	 μετατοπίζοντας	 και	 συγκεντρώνοντάς	 τα	 μαζί,	 ή	 οργανώνοντάς	
τα	σε	έναν	πύργο.	Τα	παιδιά	ρωτιούνται	τότε	εάν	οι	δύο	σειρές	έχουν	ακόμα	την	
ίδια	ποσότητα	(Piaget	&	Szeminska,	1941/1991).	

Ο	Piaget		ανέφερε	ότι	τα	μικρά	παιδιά	δεν	βασίζονται	στην	απαρίθμηση	για	να	
κρίνουν	 εάν	 τα	 σύνολα	 περιέχουν	 την	 ίδια	 ποσότητα.	 Τα	 μικρότερα	 παιδιά	
(περίπου	 4	ώς	 5	 χρονών)	 τείνουν	 να	βασίζονται	 στις	 ενδείξεις	 του	μήκους	παρά	
στην	 απαρίθμηση,	 και	 απαντούν	 ότι	 η	 μακριά	 γραμμή	 περιέχει	 περισσότερα	
στοιχεία	 από	 την	 κοντύτερη,	 μολονότι	 είχαν	 κατασκευάσει	 τις	 γραμμές	 και	 τις	
είχαν	εκτιμήσει	ως	ισοπληθικές.	Συμπτωματικά	τα	παιδιά	εστιάζουν	την	προσοχή	
τους	στην	πυκνότητα	των	στοιχείων	και	εκτιμούν	ότι	η	κοντύτερη	γραμμή	περιέχει	
περισσότερα	στοιχεία.	 Τα	λίγο	μεγαλύτερα	παιδιά	 (ηλικίας	5	½	ώς	6	 χρονών)	 τα	
οποία	 κατανοούσαν	 ότι	 η	 ισοπληθικότητα	 των	 συνόλων	 διατηρήθηκε	 παρά	 τις	
αλλαγές	στη	χωρική	διευθέτηση,	δεν	φαινόταν	ότι	βασίζονται	στην	απαρίθμηση.	
Μάλλον	χρησιμοποιούσαν	λογικά	επιχειρήματα	για	την	ισοδυναμία	των	συνόλων.	
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Γνώριζαν	ότι	οι	αριθμοί	στα	σύνολα	ήταν	ίσοι	πριν	και	ότι	τα	σύνολα	απλώς	είχαν	
επαναδιευθετηθεί.	Δεν	ήταν	απαραίτητο	να	απαριθμήσουν	τα	στοιχεία	μια	φορά	
ακόμα.	Παραθέτουμε	 τώρα	 ένα	παράδειγμα	από	 τον	 Piaget,	 στο	 οποίο	 το	 παιδί	
έπρεπε	να	κρίνει	εάν	οι	ιδιοκτήτες	των	δύο	γραμμών	με	τα	νομίσματα	ήταν	το	ίδιο	
πλούσιοι	μεταξύ	τους:												

FET	 (5	 ετών	 και	 5	 μηνών):	 «Πάρε	 το	 ίδιο	 πράγμα	 όπως	 εδώ	 (6	 κάτω).»	 Ευθυγραμμίζει	 6	
κάτω	από	 τη	 σειρά	 του	 μοντέλου,	 αλλά	 τοποθετεί	 τα	 δικά	 του	 αμέσως	 και	 σε	 σειρά	 πιο	
πυκνή	από	αυτά	 του	μοντέλου	 χωρίς	 διαστήματα	ανάμεσα	στα	 στοιχεία:	 η	 αρχική	 σειρά	
ξεπερνά	τις	δύο	άκρες	του	αντιγράφου.	«Έχεις	 το	 ίδιο	πράγμα;»	-	Ναι.	-	Είσαστε	το	 ίδιο	
πλούσιοι	 αυτός	 εκεί	 και	 εσύ;	 -Ναι.	 -	 (πυκνώνουμε	 τα	 κέρματα	 του	 μοντέλου	 και	
αραιώνουμε	τα	δικά	του.)	-Και	τώρα;	-	Το	ίδιο	πράγμα.	-	Αμέσως;	-	Ναι.	-Γιατί	είναι	το	
ίδιο	πράγμα;	-Γιατί	τα	πλησιάσαμε	(=τα	πυκνώσαμε)».	(Piaget	&	Szeminska,	1941/1991,	σ.	
109)	

Σε	αντίθεση	με	τα	παιδιά	τα	οποία	πετυχαίνουν	στο	έργο	χωρίς	να	απαριθμήσουν	
τα	 στοιχεία	 στη	 σειρά	 μια	 δεύτερη	 χρονική	 στιγμή,	 τα	 μικρότερα	 παιδιά	 είναι	
πιθανόν	να	μην	πετύχουν,	ακόμη	και	αν	ζητηθεί	να	απαριθμήσουν	τα	στοιχεία	και	
στις	δύο	σειρές.	Δεν	είναι	ασυνήθιστο	για	τα	μικρότερα	παιδιά	να	αναγνωρίζουν	
ότι	 ο	 αριθμός	 είναι	 ο	 ίδιος,	 αλλά	 ακόμα	 να	 υποστηρίζουν	 ότι	 τα	 σύνολα	 έχουν	
διαφορετικές	 ποσότητες,	 με	 τη	 μακρύτερη	 σειρά	 να	 έχει	 περισσότερα.	 Έτσι	 ο	
Piaget	συμπέρανε	ότι	στα	μικρότερα	παιδιά	η	απαρίθμηση	δεν	γινόταν	αντιληπτή	
ως	μέτρο	του	μεγέθους	του	συνόλου,	καθώς	χρησιμοποίησαν	κυρίως	το	μήκος	στη	
σύγκριση	των	σειρών.		

Οι	 μελέτες	 του	 Piaget	 για	 την	 κατανόηση	 της	 διατήρησης	 από	 τα	 παιδιά	
συνεπάγονται	 δύο	 διαφορετικούς	 τύπους	 γνώσης:	 η	 χρήση	 της	 απαρίθμησης	 σε	
αντιπαράθεση	με	άλλες	στρατηγικές	στη	σύγκριση	συνόλων	και		η	λογική	εξαγωγή	
συμπερασμάτων	 για	 την	 ποσότητα	 σε	 ένα	 γνωστό	 σύνολο	 το	 οποίο	 πριν	 είχε	
υποστεί	μετασχηματισμό.	O	Piaget	διατεινόταν	ότι	η	απαρίθμηση	έχει	χαρακτήρα	
εμπειρικής	γνώσης.	Μπορούμε	να	απαριθμήσουμε	πολλές	φορές	το	 ίδιο	σύνολο	
αντικειμένων	καταλήγοντας	σε	διαφορετικά	αποτελέσματα,	ταυτόχρονα	όμως	να	
δηλώνουμε	 με	 σταθερή	 πεποίθηση	 ότι	 η	 συνολική	 ποσότητα	 παραμένει	 η	 ίδια	
παρά	την	ποικιλία	του	απόλυτου	αριθμού.	Συνοπτικά,	όταν	ένας	ενήλικος	έχει	να	
επιλέξει	 ανάμεσα	 σε	 ένα	 αποτέλεσμα	 που	 έχει	 προκύψει	 από	 απαρίθμηση	 ή	
διατήρηση,	 τότε	επιλέγει	 το	δεύτερο.	Το	 ίδιο	κριτήριο	θα	χρησιμοποιήσει	 και	 το	
παιδί;	
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3.5. Κριτική	της	θεωρίας	του	Piaget	
	

Η	 διάδοση	 των	 εργασιών	 του	 Piaget	 έδωσε	 γόνιμα	 ερεθίσματα	 για	 μια	 κριτική	
συζήτηση	 των	 θέσεών	 του.	 Ο	 Piaget	 αμφισβητήθηκε	 για	 ποικίλους	 λόγους.	 Ο	
αντιμπηχεβιοριστικός	ορθολογισμός	του	επικρίθηκε	από	τους	μπηχεβιοριστές	για	
τη	μεθοδολογία	του.	Το	πεζό	στυλ	και	ο	υπερβολικά	αφηρημένος	χαρακτήρας	έχει	
επικριθεί	από	πολλούς	αναγνώστες	του.	

Οι	 γνωστικοί	ψυχολόγοι,	 όπως	 για	 παράδειγμα	 η	 Donaldson	 (1991),	 άσκησε	
κριτική	στον	τρόπο	διατύπωσης	των	ερωτήσεων	που	υποβάλλονται	στα	παιδιά	και	
στο	 γεγονός	 ότι	 τα	παιδιά	 συχνά	 καταλαβαίνουν	περισσότερα	από	όσα	 είναι	 σε	
θέση	 να	 επιδείξουν.	 Τα	 παιδιά	 που	 αποτυγχάνουν	 στις	 στερεότυπες	 δοκιμασίες	
διατήρησης	 δεν	 είναι	 ανίκανα	 να	 συλλογίζονται	 παραγωγικά	 και	 να	 εξάγουν	
συμπεράσματα,	όπως	υποστήζε	ο	Piaget.	Η	Donaldson	υπογραμμίζει:	«τα	παιδιά	
δεν	 καταλάβαιναν	 τι	 τους	 τους	 ζητούσε	 ο	 ερευνητής	 και	 θα	 μπορούσε	 να	
καταλήξει	 κανείς	 στο	 συμπέρασμα	 ότι	 δεν	 φαίνονταν	 να	 κατανοούν	 τη	 σημασία	
της	γλώσσας»	(Donaldson,	1991,	σ.	69).	Επισημαίνει	ότι	ο	τρόπος	με	τον	οποίο	ο	
Piaget	διατύπωνε	πολλές	από	τις	ερωτήσεις	του	δεν	είναι	προσαρμοσμένος	στον	
τρόπο	 σκέψης	 του	 παιδιού.	 Η	 βασική	 άποψη	 όμως	 είναι	 να	 διευκρινίσουμε	 τις	
ομοιότητες	ανάμεσα	στον	τρόπο	με	τον	οποίο	ο	Piaget	θέτει	ερωτήσεις	και	στον	
τρόπο	 με	 τον	 οποίο	 οι	 ερωτήσεις	 τίθενται	 στο	 σχολείο.	 Η	 διάκριση	 αυτή	 έχει	
σημαντικές	διδακτικές	επιπτώσεις.	

Ένα	 άλλο	 είδος	 κριτικής	 ήρθε	 από	 την	 διαπολιτισμική	 ψυχολογία	 και	 την	
πολιτισμική	 ανθρωπολογία.	 Σύμφωνα	 με	 τον	 Piaget,	 τα	 διάφορα	 στάδια	
λαμβάνουν	 χώρα	 με	 τη	 σειρά	 που	 τα	 έχει	 περιγράψει,	 ακόμα	 κι	 αν	 στα	 πλέον	
προχωρημένα	 στάδια	 δεν	 φτάνουν	 άτομα	 από	 όλες	 τις	 πολιτιστικές	 ομάδες.	 Η	
Hundeide	 (1977)	 επισημαίνει	 το	 γεγονός	 ότι	 ακόμα	 και	 ενήλικοι,	 όπως	 για	
παράδειγμα	στο	Μεξικό	και	την	Αυστραλία	θα	μπορούσαν	να	κατηγοριοποιηθούν	
στο	 «προλειτουργικό	 στάδιο»,	 σύμφωνα	 με	 την	 ικανότητά	 τους	 να	 εκτελούν	 το	
είδος	 των	 βασικών	 λειτουργικών	 πράξεων	 που	 περιέγραψε	 ο	 Piaget.	 Με	 άλλα	
λόγια	παιδιά	από	πολιτισμούς	αυτού	του	είδους,	τα	οποία	έχουν	παρακολουθήσει	
δυτικά	σχολεία	για	μερικά	χρόνια,	άνετα	ικανοποιούν	για	παράδειγμα	το	κριτήριο	
της	διατήρησης.	Μαθητές	που	έχουν	άλλες	παραδόσεις	από	εκείνες	του	δυτικού	
πολιτισμού	πρέπει	να	θεωρούνται	αποτυχόντες	όταν	αξιολογούνται	σύμφωνα	με	
μια	κλίμακα	αξιών	διαφορετική	από	τη	δικής	τους,	αυτό	είναι	ένα	είδος	κρυφού	
ιμπεριαλισμού	(Neuman,	1987).	
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Μία	άλλη	κατεύθυνση	κριτικής	συνιστά	η	απουσία	κοινωνικής	διάστασης	στη	
θεωρία	 του.	 Στην	 προσπάθεια	 υπέρβασης	 αυτής	 της	 έλλειψης	 κινούνται	 οι	
έρευνες	 των	 Doise	 και	 	 Mugny	 (1981),	 που	 σκοπό	 έχουν	 να	 συμφιλιώσουν	 τον	
κονστρουκτιβισμό	 με	 τη	 θεωρία	 της	 κοινωνικής	 αλληλεπίδρασης.	 Αποδίδουν	
ιδιαίτερη	σημασία	στα	γνωστικά	οφέλη	που	μπορούν	να	αποκομίσουν	τα	παιδιά,	
όταν	 εργάζονται	 κατά	 ζεύγη	 ή	 κατά	 ομάδες,	 και	 προσπαθούν	 να	 υπερβούν	 τις	
κοινωνιογνωστικές	 συγκρούσεις.	 Σύμφωνα	 με	 αυτή	 τη	 θεώρηση	 η	 γνωστική	
ανάπτυξη	 ξεκινά	 από	 διαδικασίες	 διαπροσωπικές	 και	 καταλήγει	 σε	 διαδικασίες	
ενδοπροσωπικές.	

Μια	άλλη	κριτική	του	Piaget	έρχεται	από	τον	Vygotsky	(1977).	Αυτός	τονίζει	ότι	
ο	 Piaget	 δεν	 αποδίδει	 μεγάλη	 σημασία	 στη	 διδασκαλία	 για	 τη	 διανοητική	
ανάπτυξη	 του	 παιδιού.	 Επίσης	 τον	 κατηγορεί	 ότι	 θέλει	 να	 αντικαταστήσει	 την	
αυθόρμητη	σκέψη	των	παιδιών	με	τις	αντιλήψεις	του	ενηλίκου.	Μετά	τον	θάνατο	
του	Vygotsky,	ο	Piaget	δικαιολογείται	με	τον	ακόλουθο	τρόπο:	
	

Πράγματι	ο	Vygotsky	με	παρανοεί	όταν	θεωρεί	ότι	κατά	την	άποψή	μου	η	αυθόρμητη	σκέψη	των	
παιδιών	πρέπει	να	είναι	γνωστή	στους	εκπαιδευτικούς	μόνο	και	μόνο	με	τον	τρόπο	που	πρέπει	να	
γνωρίζουμε	τον	εχθρό	μας	για	να	τον	πολεμήσουμε	καλύτερα.	Σε	όλα	τα	παιδαγωγικά	γραπτά	μου	
παλιά	και	πρόσφατα,	έχω	επιμείνει	ότι	η	τυπική	εκπαίδευση	θα	έβγαινε	σαφώς	κερδισμένη,	σε	
σχέση	με	 τις	συνηθισμένες	μεθόδους	που	χρησιμοποιεί	σήμερα,	με	μία	συστηματική	χρήση	 της	
αυθόρμητης	διανοητικής	ανάπτυξης	του	παιδιού	(Piaget,	1990).		

Ο	 	Piaget	τόνισε	πολύ	τη	μάθηση	ως	μια	ενεργητική	διαδικασία,	για	παράδειγμα	
την	 ιδέα	 ότι	 οι	 ίδιοι	 οι	 μαθητές	 κατασκευάζουν	 τις	 γνώσεις	 τους,	 μέσω	 της	
προσαρμογής	στον	κόσμο	που	τους	περιβάλλει.	

Με	 τις	 συνειρμικές	 προσεγγίσεις	 της	 μαθηματικής	 εκπαίδευσης	 γίνονται	
μεγάλες	 προσπάθειες	 για	 να	 εξομαλυνθούν	 οι	 τρόποι	 των	 παιδιών	 και	 να	
αποφύγουν	 καταστάσεις	 που	 οδηγούν	 σε	 αποτυχία,	 δουλεύοντας	 σε	 ένα	 δρόμο	
όπου	η	 εργασία	στη	μάθηση	προτίθεται	 να	 είναι	 η	προεξέχουσα	 γραμμή	 για	 τις	
μαθηματικές	 καταστάσεις.	 Αυτό	 για	 παράδειγμα	 είναι	 το	 περιεχόμενο	 των	
θεωριών	 συντελεστικής	 μάθησης	 του	 Skinner.	 Επίσης	 στο	 μοντέλο	 του	 Gagné	
βρίσκουμε	ότι	ο	πιο	άνετος	τρόπος,	για	παράδειγμα	τα	πολύ	μικρά	βήματα,	είναι	η	
εξέχουσα	 γραμμή	 της	 θεωρίας.	 Στο	 κονστρουκτιβιστικό	 μοντέλο	 από	 την	 άλλη	
πλευρά,	 γνωστικές	 συγκρούσεις	 επιβάλλονται	 με	 επεξεργασίες	 και	 συζητήσεις.	
Αυτές	 οι	 συγκρούσεις	 είναι	 σκέψεις	 που	 προκαλούν	 ανισορροπίες.	 Σύμφωνα	 με	
τον	 Piaget	 τα	 άτομα	 αγωνίζονται	 εναντίον	 της	 ισορροπίας,	 οι	 μαθητές	
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κινητοποιούνται	ενεργά	για	να	επιλύσουν	τα	προβλήματα	τα	οποία	προκαλούνται	
από	αυτές	τις	διαταράξεις.	

Βεβαίως	 με	 αυτή	 την	 προσέγγιση	 ο	 τελικός	 σκοπός	 είναι	 να	 βοηθήσουν	 τα	
παιδιά	 να	 αποκτήσουν	 εμπειρίες	 μάθησης.	 Αυτό	 θα	 συμβεί	 όταν	 λυθεί	 το	
πρόβλημα	 μετά	 από	 σκληρή	 εργασία	 του	 παιδιού.	 Σε	 αντίθεση	 προς	 τις	
προσεγγίσεις	που	είναι	προσανατολισμένες	στην	ενίσχυση,	η	ιδέα	ότι	υπάρχει	ένα	
πρόβλημα	το	οποίο	ανησυχεί	το	παιδί,	είναι	μια	σημαντική	εμπειρία	που	έχει	αξία	
μάθησης.	

Στις	 κονστρουκτιβιστικές	 μελέτες	 χρησιμοποιούνται	 δεδομένα	 από	 κλινικές	
συνεντεύξεις	 για	 να	 εξετασθεί	 το	 επίπεδο	 της	 αφαίρεσης	 των	 παιδιών.	 Ο	 von	
Glasersfeld	αναφερόμενος	στη	διατήρηση	του	αριθμού	υπογραμμίζει:		

«Tο	προεξάρχον	χαρακτηριστικό		είναι	ότι	η	έννοια	του	αριθμού	είναι	προϊόν	αφαίρεσης	από	
τη	δραστηριότητα	απαρίθμησης	–μάλιστα	από	επαναλαμβανόμενες	πράξεις	απαρίθμησης–	
και	όχι	από	τις	φυσικές	ιδιότητες	των	αντικειμένων»	(von	Glasersfeld,	1995,	σσ.	369-383).	

Όμως	η	εν	λόγω	αφαιρετική	διαδικασία	δεν	 ικανοποιεί	 τη	μαθηματική	επιστήμη	
(κατά	βάση	τις	κυρίαρχες	τάσεις	του	λογικισμού	και	του	φορμαλισμού)	αφού	στο	
πλαίσιό	της	η	αφηρημένη	έννοια	ενός	αριθμού	(π.	χ.	του	7)	είναι	το	σύνολο	όλων	
των	συνόλων	που	μπορούν	να	αντιστοιχιστούν	ένα	προς	ένα	μεταξύ	τους.	Βεβέως	
δεν	ικανοποιεί	τον	Piaget.	

Ένα	 σημαντικό	 επακόλουθο	 της	 θεωρίας	 του	 Piaget	 ήταν	 οι	 διαστρεβλώσεις	
της	θεωρίας,	οι	οποίες	ακολούθησαν	την	άμεση	εφαρμογή	της	θεωρίας	του	στον	
εκπαιδευτικό	χώρο.	Ο	ίδιος	ο	Piaget	δεν	πρότεινε	ρητά	μια	άμεση	εφαρμογή	της	
ψυχολογίας	 του	 στο	 σχολικό	 τομέα.	 Ωστόσο	 ερευνητές	 και	 εκπαιδευτικοί,	
γοητευμένοι	 από	 το	 γεγονός	 ότι	 η	 γενετική	 επιστημολογία	 του	 τούς	 βοηθάει	 να	
διαβλέπουν	ιδιομορφίες	της	παιδικής	σκέψης,	ξέχασαν	την	απόσταση	που	χωρίζει	
την	παιδαγωγική	από	την	έρευνα	στη	γενετική	ψυχολογία.	Στόχος	του	Piaget	δεν	
ήταν	να	καθορίσει	μέσω	ποιων	προσωπικών	εμπειριών	και	ποιων	παιδαγωγικών	
καταστάσεων	 πραγματοποιείται	 η	 διαδικασία	 της	 γνωστικής	 επεξεργασίας	 ούτε	
κάτω	 από	 ποιες	 προϋποθέσεις	 το	 παιδί	 θα	 μάθαινε	 περισσότερο	 ή	 λιγότερο	
αποτελεσματικά.	Η	 γενετική	ψυχολογία	δεν	 είναι	ψυχολογία	 της	μάθησης,	 αλλά	
ψυχολογία	της	ανάπτυξης.	

Μια	 συνηθισμένη	 παρέκκλιση	 από	 τις	 θέσεις	 του	 Piaget	 οδήγησε	 στην	
παγίωση	 μιας	 αυταπάτης	 ότι	 τα	 στάδια	 της	 γνωστικής	 ανάπτυξης	 είναι	 το	
αποκλειστικό	 θεμέλιο	 της	 παιδαγωγικής	 δράσης.	 Όμως	 ανάμεσα	 στις	 αναγκαίες	
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προϋποθέσεις,	για	να	είναι	μια	μάθηση	αποτελεσματική,	είναι	η	σχετικότητα	στο	
επίπεδο	 της	 ανάπτυξης.	 Ένα	 ορισμένο	 επίπεδο	 γνωστικής	 ανάπτυξης	 συνιστά	
μάλλον	 αναγκαία	 προϋπόθεση	 για	 τη	 δυνατότητα	 μιας	 δοσμένης	 μάθησης,	 δεν	
συνιστά	όμως	και	ικανή	συνθήκη.	

Οι	προηγούμενες	επιφυλάξεις	δεν	θα	πρέπει	να	μας	οδηγήσουν	να	ξεχάσουμε	
τη	συμβολή	του	Piaget	στη	γνώση	της	επεξεργασίας	των	νοητικών	διαδικασιών,	η	
οποία	 ήταν	 και	 παραμένει	 πολύ	 βασική.	 Αποτελεί	 μια	 ολική	 θεωρητική	
προσέγγιση	 της	 γνωστικής	 ανάπτυξης,	 η	 οποία	 καθιστά	 φανερό	 τον	 θεμελιώδη	
χαρακτήρα	 της	 δραστηριότητας	 του	 υποκειμένου	 κατά	 τη	 γνωστική	 και	 νοητική	
του	 ανάπτυξη	 καθώς	 και	 την	 εξέλιξη	 της	 συμπεριφοράς	 ανάλογα	 με	 την	 ηλικία.	
Αυτός	ο	 κονστρουκτιβιστικός	προσανατολισμός	δεν	διαψεύστηκε	από	σύγχρονες	
έρευνες.	

3.6. Συνοχή	των	ερευνητικών	αποτελεσμάτων	για	την	απαρίθμηση	και	τη	
διατήρηση	του	αριθμού	

Πολλοί	 ερευνητές	που	ακολούθησαν	 τις	 εργασίες	 του	Piaget	 ζήτησαν	από	μικρά	
παιδιά	να	κάνουν	συγκρίσεις	ανάμεσα	σε	δύο	σύνολα.	Θα	εκθέσουμε	ορισμένες	
από	αυτές.	Όπως	ήδη	έχει	αναφερθεί	από	τις	έρευνες	του	 	Gréco	(1962),	 	ήρθαν	
στο	φως	από	τη	μια	μεριά	το	θέμα	της	αργής	προσέγγισης	στη	διατήρηση	και	από	
την	 άλλη	 οι	 πρόωρες	 επιτυχίες	 των	 παιδιών	 στις	 δραστηριότητες	 απαρίθμησης.	
Ένα	από	 τα	 ερωτήματα	που	απασχόλησαν	 τους	 ερευνητές	 ήταν	αν	 η	 διατήρηση	
και	 η	 απαρίθμηση	 είναι	 ανεξάρτητες	 διαδικασίες	 ή	 σχετίζονται	 λιγότερο	 ή	
περισσότερο	στενά	μεταξύ	τους.		

Προς	 αυτή	 την	 κατεύθυνση	 οι	 Fuson,	 Secada	 και	 Hall	 (1983)	 διεξήγαγαν	 μια	
σειρά	 πειραμάτων	 με	 στόχο	 να	 μελετήσουν	 την	 ενδεχόμενη	 επίδραση	 της	
απαρίθμησης	 και	 της	 αντιστοίχισης	 ένα	 προς	 ένα	 στην	 προσέγγιση	 της	
διατήρησης.	 Γι’	 αυτό	 υπέβαλλαν	 σε	 παιδιά	 4	 και	 5	 χρονών	 τρεις	 τύπους	
δοκιμασιών:	 η	 πρώτη	 ομάδα	 (G1)	 υποβλήθηκε	 στην	 “κλασική”	 δοκιμασία	
διατήρησης.	 Η	 δεύτερη	 (G2)	 κλήθηκε	 να	 απαριθμήσει	 προτού	 απαντήσει	 στην	
ερώτηση	 που	 αφορούσε	 την	 ισοδυναμία	 των	 συνόλων.	 Η	 τρίτη	 (G3)	 απάντησε	
αφού	 προηγουμένως	 παρατήρησε	 δύο	 συλλογές	 (σκίουροι	 και	 φουντούκια)	 οι	
οποίες	είχαν	τεθεί	σε	ορατή	αντιστοιχία	ένα	προς	ένα.	
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ΠΙΝΑΚΑΣ	

Αριθμός	υποκειμένων	που	δίνουν	απαντήσεις	διατήρησης	ως	προς	τις	τρεις	
πειραματικές	συνθήκες	(σύμφωνα	με	τους		Fuson,	Secada	και	Hall,	1983)	

	

ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΕΣ	ΣΥΝΘΗΚΕΣ	

G1	

“κλασική”	
διατήρηση	

G2	

Απαρίθμηση	

G3	

Αντιστοιχία	

			Σύνολο	υποκειμένων	 14	 16	 15	

Υποκείμενα	που	δίνουν	
απαντήσεις	διατήρησης	

2	 11	 12	

	

Οι	 Fuson,	 Secada	 και	 Hall	 (1983)	 υπογραμμίζουν:	 Η	 απαρίθμηση,	 η	 οποία	 σε	
αντίθεση	προς	την	αντιστοίχιση	ένα	προς	ένα	δεν	αφήνει	ορατά	ίχνη,	εμφανίζεται	
εξίσου	αποτελεσματική	στις	απαντήσεις	διατήρησης,	ακόμα	κι	όταν	τα	υποκείμενα	
δεν	είχαν	υποστεί	μια	δοκιμασία	αυτής	της	φύσης.	Η	ανάλυση	των	αιτιολογήσεων	
αποκαλύπτει	 ότι	 εκείνοι	 που	 απαριθμούν	 επιχειρηματολογούν	 αρχίζοντας	 από	
αυτή	τη	δραστηριότητα.	Αντίθετα,	εκείνοι	που	στηρίζονται	στην	αντιστοίχιση	ένα	
προς	ένα	δεν	την	επικαλούνται	ποτέ	προφορικά.		

Ορισμένες	διαπολιτισμικές	μελέτες	επιχειρούν	να	διαπιστώσουν	την	επίδραση	
των	 αριθμητικών	 δραστηριοτήτων	 στην	 επίτευξη	 της	 διατήρησης36.	 Οι	 	 Posner	
(1982)	 καθώς	 και	 Posner	 και	 Baroody	 (1979)	 συνέκριναν	 τις	 αριθμητικές	
ικανότητες	 των	 παιδιών	 σε	 δύο	 διαφορετικές	 αφρικανικές	φυλές.	 Η	φυλή	 Baule	
ζούσε	από	 τη	 γεωργία,	 ενώ	η	φυλή	Dioula	 ζούσε	από	 το	 εμπόριο.	Οι	 ερευνητές	
ήλπιζαν	 να	 ανακαλύψουν	 τις	 διαφορές	 επειδή	 τα	 ήδη	 αποκτημένα	 γνωστικά	
εφόδια	στις	δύο	φυλές	διέφεραν.		

Τα	αποτελέσματα	 κατέστησαν	φανερή	 την	 επίδραση	 της	φυλής,	 της	ηλικίας,	
της	σχολικής	φοίτησης	και	της	μορφωτικής	επίδρασης.	Η	υπεροχή	των	παιδιών	της	
φυλής	 Dioula	 στις	 αριθμητικές	 δοκιμασίες	 για	 τις	 δύο	 ηλικιακές	 ομάδες	 της	
έρευνας	 (5	 ώς	 6	 και	 9	 ώς	 10	 ετών)	 αποδείχθηκε	 για	 τα	 παιδιά	 τα	 οποία	 δεν	
φοιτούσαν	 στο	 σχολείο.	 Από	 τη	 στιγμή	 που	 τα	 παιδιά	 φοιτούσαν	 στο	 σχολείο	

                                                             
36	 Άλλες	 έρευνες	 που	 πραγματεύονται	 τη	 διατήρηση	 της	 ύλης,	 η	 οποία	 θεωρείται	 απαραίτητη	 για	 	 την	
οικοδόμηση	της	έννοιας	του	αριθμού,	συμπεραίνουν	ότι	η	κατάκτησή	της	εξαρτάται	από	το	οικογενειακό	
περιβάλλον	των	παιδιών.	Διαπιστώθηκε	ότι	παιδιά	που	οι	γονείς	τους	ασχολούνταν	με	το	επάγγελμα	της	
κεραμικής,	 απέκτησαν	 νωρίτερα	 τη	 διατήρηση	 της	 ύλης	 από	 παιδιά	 	 άλλων	 οικογενειών	 (βλ.	 Ζάχαρης,	
1987).		
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βρέθηκαν	περισσότερο	προχωρημένα	από	τα	άλλα	και	οι	διαφυλετικές	διαφορές	
δεν	 είχαν	 σημαντική	 επίδραση.	 Αφού	 υποβλήθηκαν	 σε	 δοκιμασίες	 ελέγχου	 και	
στατιστικής	εξίσωσης,	διαπιστώθηκε	ότι	 τα	παιδιά	και	 των	δύο	φυλών,	 τα	οποία	
φοιτούσαν,	 όπως	 και	 οι	 	 Dioula	 που	 δεν	φοιτούσαν,	 προσέφευγαν	 συστηματικά	
στην	 απαρίθμηση.	 Αντίθετα	 τα	 παιδιά	 της	 προσχολικής	 ηλικίας	 των	 δύο	
πολιτισμών	 και	 οι	 Baule	 που	 δεν	 φοιτούσαν	 χρησιμοποιούσαν	 περισσότερο	
πρακτικές	διαισθητικής	εκτίμησης	και	βασίζονταν	στο	μήκος	(αναφέρεται	από	τον	
Fayol,	1990).	

Μολονότι	 διαπιστώνεται	 ότι	 η	 απαρίθμηση	 και	 η	 διατήρηση	 σχετίζονται	
μεταξύ	τους	–τα	λάθη	στην	απαρίθμηση	μειώνονται	ανάλογα	με	την	πρόοδο	στη	
διατήρηση–	 δύσκολα	 μπορεί	 να	 βρεθεί	 μια	 άμεση	 αιτιακή	 συσχέτιση	 ανάμεσά	
τους.	Προς	 την	κατεύθυνση	αυτή	κινήθηκε	ο	 	Clements	 (1984)	διενεργώντας	μια	
πειραματική	έρευνα	με	παιδιά	του	νηπιαγωγείου.	Σύμφωνα	με	αυτή	την	έρευνα	
συστήθηκαν	 τρείς	 ομάδες	 νηπίων	 ηλικίας	 τεσσεράμισι	 ετών	 και	 η	 καθεμιά	
υποβλήθηκε	 σε	 εξάσκηση	 διάρκειας	 8	 εβδομάδων	 με	 3	 διδακτικές	 συναντήσεις	
ανά	εβδομάδα.	Η	πρώτη	ομάδα	υποβλήθηκε	σε	δραστηριότητες	λογικού	τύπου,	η	
δεύτερη	 σε	 αριθμητικές	 δραστηριότητες	 και	 η	 τρίτη	 ήταν	 η	 ομάδα	 ελέγχου.	 Η	
σύγκριση	 των	 προπειραματικών	 και	 μεταπειραματικών	 επιδόσεων	 αποκάλυψε	
σαφείς	επιτυχίες	για	τα	υποκείμενα	των	ομάδων	αριθμητικού	και	λογικού	τομέα	
που	 ξεπερνούσαν	 τις	 αντίστοιχες	 επιδόσεις	 της	 ομάδας	 ελέγχου.	 Επιπλέον	 τα	
νήπια	 της	 ομάδας	 λογικού	 τομέα	 βελτίωσαν	 τις	 επιδόσεις	 τους	 στις	 λογικές	
δραστηριότητες	αλλά	όχι	στις	αριθμητικές	δραστηριότητες.	Αντίθετα	τα	νήπια	της	
ομάδας	αριθμητικού	τομέα	επέδειξαν	καλύτερες	επιδόσεις	και	στους	δύο	τύπους	
δραστηριοτήτων.	 Τα	 αποτελέσματα	 του	 Clements	 επιχειρούν	 να	 προμηθεύσουν	
επιχειρήματα	σε	εκείνους	οι	οποίοι	θεωρούν	ότι	οι	πρόοδοι	στη	λογική	οργάνωση	
της	 σκέψης	 συνδέονται	 εξίσου	 με	 την	 οργάνωση	 των	 αριθμητικών	
δραστηριοτήτων.	Απομένει	να	κατανοηθεί	πληρέστερα	η	σχέση	με	τη	διατήρηση	
του	αριθμού.	

Προς	 την	 κατεύθυνση	 αυτή	 η	 Michie	 (1984)	 απέδειξε	 ότι	 οι	 παραδοσιακές	
δοκιμασίες	 διατήρησης	 κατέληγαν	 από	 την	 ίδια	 τη	 σύλληψή	 τους	 να	
αποθαρρύνουν	τα	παιδιά	να	απαριθμούν	για	να	υποστηρίξουν	την	εκτίμησή	τους.	
Τα	ποσοστά	των	ορθών	απαντήσεων	διατήρησης	αυξάνονται	όταν:		

• Τα	σύνολα	περιέχουν	λίγα	στοιχεία,	
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• η	 διαφορά	 ανάμεσα	 στο	 αριθμητικό	 πλήθος	 και	 στο	 μήκος	 δεν	 είναι	
υπερβολικά	μεγάλη	και	

• τα	παιδιά	στηρίχτηκαν	προκαταρκτικά	στην	προτροπή	του	ερευνητή.	
Τα	 παιδιά	 αποδείχθηκαν	 ικανά	 να	 χρησιμοποιούν	 αποτελεσματικά	 την	
απαρίθμηση,	αλλά	δεν	προσέφυγαν	αυθόρμητα	σε	αυτήν.	

Η	Michie		εξέτασε	επίσης	τις	αιτίες	αυτής	της	συμπεριφοράς.	Γι’	αυτό	υπέβαλε	
τα	 παιδιά	 σε	 διάφορους	 πειραματικούς	 χειρισμούς,	 όπως	 εξάσκηση	 στην	
απαρίθμηση,	 επισήμανση	 στα	 παιδιά	 της	 σημασίας	 που	 έχει	 μια	 ακριβής	
απάντηση,	 εξοικείωση	 των	 παιδιών	 πάνω	 στην	 ποικιλία	 και	 ευελιξία	 των	
διαθέσιμων	 μεθόδων	 εκτίμησης	 κ.λπ.	 Τα	 αποτελέσματά	 της	 έδειξαν	 ότι	 ο	
παράγοντας	 με	 τη	 μεγαλύτερη	 επίδραση	 είναι	 η	 ύπαρξη	 ανατροφοδότησης	 που	
σχετίζεται	 με	 την	 ακρίβεια	 ή	 ανακρίβεια	 των	 απαντήσεων	 διατήρησης.	
Συγκεκριμένα	ανατροφοδότηση	από	τον	ερευνητή	επιφέρει	στο	παιδί	μια	αύξηση	
της	προσφυγής	στην	απαρίθμηση	για	να	τεκμηριώσει	τις	απαντήσεις	του.	Αυτή	η	
επίδραση,	 σύμφωνα	 με	 τη	 συγγραφέα,	 είναι	 συνεχής	 και	 μάλιστα	 είναι	 πιο	
αδύνατη	στον	αριθμό	παρά	στο	μήκος	και	την	πυκνότητα.	

Στη	 διατήρηση	 του	 αριθμού	 υπάρχουν	 μετασχηματισμοί,	 οι	 οποίοι	
τροποποιούν	 την	 πληθικότητα	 ενός	 συνόλου,	 όπως	 είναι	 η	 πρόσθεση	 και	 η	
αφαίρεση	και	άλλοι,	όπως	η	πύκνωση	και	η	αραίωση	που	δεν	 την	 τροποποιούν.	
Επομένως	υπάρχουν	μετασχηματισμοί	που	προσφέρονται	για	την	πληθικότητα	και	
μετασχηματισμοί	που	δεν	προσφέρονται.	Για	τη	διατήρηση	η	εκμάθηση	αυτής	της	
διάκρισης	 είναι	 θεμελιώδης.	 Η	 Gelman	 (1972)	 έδειξε	 ότι	 τουλάχιστον	 για	 μικρά	
αριθμητικά	 σύνολα	 τα	 παιδιά	 διακρίνουν	 από	 νωρίς	 αυτές	 τις	 δύο	 κατηγορίες	
μετασχηματισμών.	 Για	να	καταλήξει	σε	αυτό	το	συμπέρασμα	χρησιμοποίησε	μια	
μέθοδο	που	ονόμασε	«μαγικό	έργο».	

Η	 εν	 λόγω	 μέθοδος	 έχει	 στόχο	 να	 ασκήσει	 τα	 παιδιά	 να	 ανιχνεύουν	
συστηματικά	 τον	 «νικητή»	 και	 τον	 «ηττημένο»	 σε	 δύο	 σύνολα	 μεταβλητού	
μεγέθους	 (με	 δύο	 ώς	 τρία	 στοιχεία),	 χωρίς	 να	 κάνουν	 ρητή	 επίκληση	 του	
αριθμητικού	 πλήθους.	 Όταν	 τα	 παιδιά	 έχουν	 εξοικειωθεί	 με	 τους	 κανόνες	 του	
παιγνιδιού	και	δεν	κάνουν	λάθη,	 τότε	η	ερευνήτρια	 τα	υποβάλλει	στην	κεντρική	
δοκιμασία:	 διενεργεί	 κρυφά	 έναν	 μετασχηματισμό,	 αλλάζοντας	 ή	 όχι	 το	
αριθμητικό	 πλήθος	 (π.χ.	 προσθέτει,	 αφαιρεί	 ή	 αλλάζει	 τη	 διευθέτηση	 με	
μετατοπίσεις)	και	καταγράφει	τις	αντιδράσεις	των	παιδιών.		
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Τα	αποτελέσματα	 του	πειράματος	 δείχνουν	 ότι	 η	 αλλαγή	 της	 πληθικότητας	 των	συλλογών	
προξενεί	 στα	 παιδιά	 έκπληξη,	 η	 οποία	 δεν	 παρατηρείται	 όταν	 διενεργείται	 μετατόπιση	 ή	
επαναναδιευθέτηση	 των	 σχηματισμών	 και	 αλλάξει	 το	 μήκος	 ή	 η	 πυκνότητα.	 Το	 πιο	
ενδιαφέρον	 είναι	 ότι	 όταν	 τα	 παιδιά	 δικαιολογούν	 τον	 πληθικό	 αριθμό,	 επικαλούνται	 τις	
πράξεις	της	πρόσθεσης	και	της	αφαίρεσης.	Ωστόσο	δεν	επικαλούνται	τις	ίδιες	πράξεις	για	να	
εξηγήσουν	τις	μετατοπίσεις.	Η	Gelman	επισημαίνει	ότι	 τα	τρίχρονα	και	τετράχρονα	παιδιά,	
ενώ	 κατέχουν	 τους	 κανόνες	 σταθερότητας	 του	 αριθμού,	 αποτυγχάνουν	 στην	 κλασική	
δοκιμασία	 της	 διατήρησης	 του	 αριθμού,	 επειδή	 αυτή	 απαιτεί	 συντονισμό	 διαφορετικών	
δεξιοτήτων,	όπως	είναι	ο	έλεγχος	της	προσοχής,	της	σωστής	σημασιολογικής	ερμηνείας	και	
οι	 δεξιότητες	 για	 την	 εκτίμηση.	 Είναι	 πιθανό	 η	 μετατόπιση	 της	 προσοχής	 να	
αποπροσανατολίζει	τα	παιδιά.		

Η	Gelman	συμπεραίνει	ότι	πολύ	νωρίς	τα	παιδιά	κατέχουν	μια	επαρκή	έννοια	της	
βασικής	αριθμητικής	των	απόλυτων	αριθμών	και	κάποια	λογική	να	χειρίζονται	τον	
αριθμό	ως	μια	σταθερά	κάτω	από	άσχετους	μετασχηματισμούς.	Όταν	οι	αριθμοί	
είναι	μικροί,	τα	παιδιά	εστιάζουν	αυθόρμητα	την	προσοχή	τους	στην	πληθικότητα	
της	συλλογής.	

Ο	Cooper	(1984)	έδειξε	ότι	η	κατανόηση	της	επίδρασης	των	μετασχηματισμών	
(προσθετικών	 και	 αφαιρετικών),	 αντί	 να	 είναι	 ακόμα	 πρώιμη	 και	 γενικευμένη,	
αναπτυσσόταν	αργά	και	έμοιαζε	να	ακολουθεί	κανόνες	όλο	και	πιο	ισχυρούς.	

Για	να	το	καταστήσει	φανερό	παρουσίασε	σε	παιδιά	από	2	ώς	7	χρονών	ζεύγη	
συνόλων	 (m,n)	 μικρά	και	μεγάλα,	όπου	m=n 	 ή	 ¹m n ,	 στα	οποία	η	αριθμητική	
διαφορά	 ποικίλει	 από	 1	 ώς	 3.	 Πραγματοποιούσε	 στη	 συνέχεια	 έναν	 ή	
περισσότερους	μετασχηματισμούς	αύξησης	ή	ελάττωσης	(του	τύπου	 ±1 )	στο	ένα	
από	 τα	 δύο	 σύνολα	 και	 ζητούσε	 από	 τα	 παιδιά	 να	 αναφέρουν	 εάν	 η	
τροποποιημένη	συλλογή	περιείχε	περισσότερα,	λιγότερα	ή	τα	ίδια	αντικείμενα	με	
τη	συλλογή-μάρτυρα.	

Τα	αποτελέσματα	τα	οποία	προέκυψαν	επέτρεψαν	στον	Cooper	να	διακρίνει	
τους	ακόλουθους	τύπους	συμπεριφοράς:	
• Αρχέγονος	 τύπος	 (R1):	 Το	 υποκείμενο	 δείχνει	 να	 λαμβάνει	 υπόψη	 μόνο	 την	 ενέργεια	 που	

πραγματοποιείται,	 οποιαδήποτε	 και	 αν	 είναι	 η	 αρχική	 κατάσταση.	 Χωρίς	 να	 συνυπολογίζει	
την	αρχική	κατάσταση	απαντά	ότι	υπάρχουν	περισσότερα	στη	συλλογή	που	προστέθηκαν	(1	ή	
περισσότερα)	και	λιγότερα	εκεί	που	αφαιρέθηκαν	(2	ή	περισσότερα).	

• Ποιοτικός	 τύπος	 (R2):	Το	υποκείμενο	αρχίζει	να	εξετάζει	και	να	λαμβάνει	υπόψη	την	αρχική	
κατάσταση	(m=n 	ή	 ¹m n ),	αλλά	το	κάνει	χωρίς	ποσοτικοποίηση.	α)	Αν	αρχικά	είχαμε	m=n 	
τότε	το	παιδί	απαντά	σωστά	m+1> n 	ή	m-1 <n .	β)	Αν	 ¹m n 	με	m>n ,	όποια	και	να	είναι	η		
τιμή	 της	 διαφοράς	 m-n ,	 προσθέτοντας	 1	 βρίσκει	 m=n 	 και	 αφαιρώντας	 1	 διατηρεί	 την	
ανισότητα	m>n .	Αρχίζει	να	υπάρχει	συντονισμός,	αλλά	χωρίς	ακριβή	ποσοτικοποίηση.	
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• Υπερ-ποιοτικός	 τύπος	 (R3):	 Αρχίζει	 να	 υπάρχει	 ποσοτικοποίηση,	 αλλά	 περιορίζεται	 στις	
περιπτώσεις	 στις	 οποίες	 η	 αρχική	 σχέση	 είναι	 m=n 	 ή	 ±m=n 1 	 ή	 ±m=n 2 .	 Αντίθετα	 τα	
υποκείμενα	αποτυγχάνουν	όταν	 ±m=n 3 .	

• Ποσοτικός	τύπος	(R4):	Η	ποσοτικοποίηση	γίνεται	συστηματική	και	ακριβής.	

Οι	 επιδόσεις	 των	παιδιών	ποικίλλουν	ανάλογα	με	 την	ηλικία	 και	 το	μέγεθος	
των	 συλλογών.	 Σε	 μια	 ορισμένη	 περίοδο	 το	 ίδιο	 υποκείμενο	 μπορεί	 να	
χρησιμοποιεί	 τον	 τύπο	 R4	 για	 μικρές	 ποσότητες	 και	 τους	 τύπους	 R2	 	 και	 R3	 	 για	
μεγάλες	 αριθμητικές	 συλλογές.	 Τα	 συμπεράσματα	 αυτά	 αμφισβητούν	 την	
αντίληψη	ότι	η	διατήρηση	του	αριθμού	πρέπει	να	βασιστεί	σε	εμπειρικά	κριτήρια.	
Οι	 Gelman	 και	 Cooper	 υπογραμμίζουν	 ότι	 η	 διατήρηση	 ασυνεχών	 ποσοτήτων	
ποικίλλει	 ανάλογα	 με	 το	 μέγεθος	 του	 δείγματος.	 Αυτό	 διαφέρει	 από	 τα	
συμπεράσματα	του		Piaget.	

Ο	Saxe	(1979),	σε	μια	άλλη	έρευνα,	κατέστησε	φανερό	ότι	παιδιά	7–9	χρονών	
τα	οποία	παρουσιάζουν	πολύ	μεγάλες	δυσκολίες	στην	απαρίθμηση	δεν	έφταναν	
στη	 διατήρηση	 του	 αριθμού.	 Όμως	 ο	 Saxe	 σημειώνει	 ότι	 πρέπει	 να	 διακρίνουν	
προσεκτικά	ανάμεσα	στην	ακρίβεια	της	απαρίθμησης	και	στη	χρήση	κατάλληλων	
στρατηγικών	για	να	καταλήξουν	σε	αυτή.	Η	πρώτη	συνδέεται	κατά	αδύνατο	τρόπο	
με	την	διατήρηση	–με	τα	απρόβλεπτα	φαινόμενα	της	τρωτότητας	των	επιδόσεων–
,	ενώ	η	δεύτερη		φαίνεται	να	αναπτύσσεται	συστηματικά	πριν	από	την	πρόσβαση	
στη	διατήρηση.	Οι	εν	λόγω	εργασίες	επιχειρούν	να	δείξουν,	σε	συμφωνία	με	την	
αντίληψη	του		Piaget,	ότι	δεν	μπορούμε	να	παρεκκλίνουμε	από	τη	διατήρηση	της	
απαρίθμησης,	 τη	 λογική	 απόκτηση	 της	 εμπειρικής	 πρακτικής.	 Οι	 άμεσες	
εκτιμήσεις	 μικρών	 ποσοτήτων	 αποτελούν	 μάλλον	 ψευδοδιατηρήσεις.	 Τα	 παιδιά	
προσεγγίζουν	 τη	 διατήρηση	 όταν	 μπορούν	 να	 υπολογίζουν	 με	 συνεκτικό	 τρόπο	
πάνω	σε	ποσότητες	που	ο	προσδιορισμός	τους	δεν	είναι	άμεσα	προφανής.		

Η	Fuson	(1988)	ζήτησε	από	παιδιά	4-5	ετών	να	κάνουν	εκτιμήσεις	πάνω	στην	
πληθικότητα	 δύο	 διαφορετικών	 σειρών	 αντικειμένων.	 Απλά	 παρουσίασε	 δύο	
σειρές	 και	 ρώτησε	 τα	 παιδιά	 εάν	 ο	 αριθμός	 ήταν	 μεγαλύτερος	 στη	 μια	 σειρά	 ή	
στην	 άλλη	 ή	 εάν	 οι	 δύο	 σειρές	 είχαν	 τον	 ίδιο	 αριθμό	αντικειμένων.	 Υπέβαλε	 τα	
παιδιά	 σε	 τρεις	 δοκιμασίες	 πάντοτε	 με	 την	 ίδια	 σειρά.	 Σε	 όλες	 τις	 συγκρίσεις	 ο	
αριθμός	των	αντικειμένων	στα	δύο	σύνολα	ήταν	ο	ίδιος.		

Στο	πρώτο	έργο	τα	αντικείμενα	ήταν	εικόνες	σε	χαρτόνι	και	δεν	μπορούσαν	να	
μετακινηθούν.	Στις	τρεις	δοκιμασίες	το	μήκος	των	σειρών	ήταν	διαφορετικό.	Έτσι,	
αν	τα	παιδιά	δεν	απαριθμούσαν	αλλά	εκτιμούσαν	την	ποσότητα	από	τις	ενδείξεις	
του	 μήκους,	 θα	 έκαναν	 λανθασμένη	 εκτίμηση.	 Όμως	 μπορούσαν	 ακόμα	 να	



 100	

δώσουν	 τη	 σωστή	 απάντηση	 χωρίς	 απαρίθμηση,	 επειδή	 υπήρχε	 μια	 αντιστοιχία	
χρώματος	 ανάμεσα	 στα	 αντικείμενα	 κατά	 μήκος	 των	 συνόλων.	 Η	 εικόνα	 με	 τα	
περισσότερα	αριστερά	ήταν	χρωματισμένη	το	ίδιο,	η	επόμενη	εικόνα	ήταν	λοιπόν	
χρωματισμένη	με	 το	 ίδιο	 χρώμα	κατά	μήκος	 των	σειρών,	αλλά	διαφορετικό	από	
όλες	 τις	 άλλες.	 Στο	 δεύτερο	 έργο	 τα	 αντικείμενα	 ήταν	 μικρά	 παιγνίδια	 και	
μπορούσαν	 να	 μετακινούνται.	 Δεν	 παρουσιάστηκαν	 σε	 αντιστοιχία	 ή	 απλωμένα	
γύρω	από	το	τραπέζι,	αλλά	πάντα	χωρίς	παραπλανητικές	ενδείξεις.	Αυτό	το	έργο	
χρησιμοποιήθηκε	για	να	ενθαρρυνθούν	τα	παιδιά	να	απαριθμήσουν.	Εάν	έκαναν	
την	εκτίμησή	τους	και	δεν	έδιναν	ενδείξεις	απαρίθμησης,	τους	ζητούσε	να	κάνουν	
κάτι	 για	 να	δείξουν	 εάν	πραγματικά	οι	 ποσότητες	ήταν	 ίδιες	ή	διαφορετικές.	 Το	
τρίτο	 έργο	 ήταν	 ίδιο	 με	 το	 πρώτο	 και	 περιείχε	 το	 σύρσιμο	 των	 αντικειμένων	 σε	
σειρές	με	παραπλανητικές	ενδείξεις	μήκους	και	αντιστοιχία	χρωμάτων	έναντι	των	
συνόλων,	αλλά	τα	παιδιά	είχαν	πει	αρχικά	ότι	μπορούσαν	να	παραπλανηθούν	από	
τη	 σκέψη	 ότι	 υπήρχαν	 περισσότερα	 αντικείμενα	 στη	 μια	 σειρά,	 όταν	 η	 σειρά	
πράγματι	είχε	τον	ίδιο	αριθμό.	Ο	ερευνητής	έθετε	τότε	δύο	ερωτήσεις	στα	παιδιά:	
(1)	 ποια	 σειρά	φαινόταν	 σαν	 να	 είχε	 περισσότερα	 στοιχεία	 (2),	 εάν	 πραγματικά	
είχε	 περισσότερα	 στοιχεία	 ή	 εάν	 ο	 αριθμός	 ήταν	 ο	 ίδιος	 ή	 η	 άλλη	 σειρά	 είχε	
περισσότερα.	

Η	ερμηνεία	των	απαντήσεών	τους	στο	πρώτο	έργο	είναι	μάλλον	απλή.	Δείχνει	
πώς	 τα	 παιδιά	 αυθόρμητα	 συγκρίνουν	 σύνολα,	 εάν	 βασίζονται	 στο	 μήκος,	 στην	
απαρίθμηση	 ή	 στις	 προεξέχουσες	 ενδείξεις	 χρώματος	 όταν	 κάνουν	 τις	 κρίσεις	
τους.	 Τα	 άλλα	 δύο	 έργα	 είχαν	 σκοπό	 να	 οδηγήσουν	 τα	 παιδιά	 στη	 χρήση	 μη	
αντιληπτικών	 στρατηγικών.	 Είναι	 δυσκολότερο	 να	 ερμηνεύσουμε	 τα	
αποτελέσματα	των	τελευταίων	έργων	για	δύο	λόγους.	Πρώτον	όλες	οι	συγκρίσεις	
εμπεριείχαν	 σειρές	 με	 τον	 ίδιο	 αριθμό.	 Αυτή	 η	 έλλειψη	 ποικιλίας	 προκαλούσε	
σύγχυση,	 γιατί	 τα	 παιδιά	 ενδέχεται	 να	 είχαν	 αντιληφθεί	 ότι	 τα	 σύνολα	 ήταν	
πάντοτε	 τα	 ίδια.	 Αφού	 η	 σειρά	 των	 έργων	 ήταν	 πάντοτε	 η	 ίδια,	 τα	 παιδιά	
μπορούσαν	 να	 κάνουν	 καλύτερα	 τα	 έργα	 δύο	 και	 τρία.	 Δεύτερον,	 τα	 παιδιά	
έκαναν	 μόνο	 μια	 κρίση	 στη	 δοκιμασία	 ένα,	 αλλά	 ζήτησαν	 να	αναθεωρήσουν	 τις	
απαντήσεις	 τους	 στα	 έργα	 δύο	 και	 τρία,	 μια	 διαδικασία	 που	 μπορούσε	 να	
επηρεάσει	την	ορθότητα	των	απαντήσεων	σε	ασαφείς	δρόμους	(Nunes	&	Bryant,	
1996).	

Στο	 πρώτο	 έργο	 η	 Fuson	 παρατήρησε	 ανάμεσα	 στα	 τετράχρονα	 και	
πεντάχρονα	 παιδιά	 μια	 τάση	 να	 βασίζονται	 στις	 παραπλανητικές	 ενδείξεις	 του	
μήκους	(70%	και	60%	των	παιδιών	έκαναν	έτσι)	παρά	τις	προεξέχουσες	ενδείξεις	
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ταιριάσματος	 χρωμάτων.	 Έτσι	 η	 ερευνήτρια	 επιβεβαίωσε	 την	 πιαζετική	
παρατήρηση	ότι	τα	μικρά	παιδιά	δεν	κάνουν	αξιόπιστη	χρήση	της	απαρίθμησης	ως	
εργαλείου	 όταν	 συγκρίνουν	 τον	 αριθμό	 των	 στοιχείων	 δύο	 συνόλων.	 Επίσης	
επιβεβαίωσε	 ευρήματα	 από	 τους	 	 Cowan	 (1987)	 και	 Gréco	 (1962),	 οι	 οποίοι	
παρατήρησαν	 ότι	 παιδιά	 αυτής	 της	 ηλικίας	 συγκρίνουν	 μεγέθη	 συνόλων	
βασιζόμενα	στις	παραπλανητικές	ενδείξεις	του	μήκους,	ακόμα	και	όταν	μπορούν	
να	 βρουν	 την	 απάντηση	 με	 απαρίθμηση.	 Όμως	 όταν	 τους	 ζητήθηκε	 «να	 κάνουν	
κάτι»	για	να	δείξουν	ότι	ήταν	σωστό,	ένας	σημαντικός	αριθμός	παιδιών	επέστρεψε	
στην	 απαρίθμηση:	 70%	 από	 τα	 τετράχρονα	 και	 80%	 από	 τα	 πεντάχρονα	
απαρίθμησαν	 τότε	 και	 βάσισαν	 τις	 απαντήσεις	 τους	 στο	 έργο	 δύο	 στην	
απαρίθμηση.	 Επιπλέον	 όταν	 είπαν	 ότι	 μερικές	 ποσότητες	 διαφέρουν,	 αλλά	
ενδέχεται	 να	 μην	 είναι	 διαφορετικές,	 τα	 παιδιά	 επέστρεψαν	 στην	 απαρίθμηση	
μάλλον	συχνά:	63%	των	τετράχρονων	παιδιών	και	60%	των	πεντάχρονων	έκαναν	
έτσι.	

Εν	 συντομία,	 αν	 και	 τα	 μικρά	 παιδιά	 δεν	 μπορούν	 να	 χρησιμοποιούν	 την	
απαρίθμηση	 για	 να	 συγκρίνουν	 δύο	 σύνολα,	 μπορούν	 να	 παροτρυνθούν	 να	 το	
κάνουν.	Ένα	σημαντικό	ερώτημα	είναι	αν	θα	εξακολουθήσουν	να	ενεργούν	με	τον	
ίδιο	 τρόπο	 χωρίς	 προτροπή	 ή	 αν	 θα	 επανέλθουν	 στην	 προηγούμενη	 στρατηγική	
βασιζόμενα	στο	μήκος	των	ενδείξεων.	

Το	 πείραμα	 της	 Fuson	 δεν	 μας	 επιτρέπει	 να	 απαντήσουμε	 σε	 αυτό	 το	
ερώτημα,	 αλλά	 μια	 άλλη	 μελέτη	 του	 Cowan	 κ.	 ά.	 (1993)	 το	 καταφέρνει.	
Εργάστηκαν	 με	 μεγαλύτερα	 παιδιά,	 περίπου	 5½	 ώς	 7½	 χρονών,	 που	
παρακολουθούσαν	 το	 δημοτικό	 σχολείο	 στη	 Σάννα	 της	 Υεμένης.	 Τα	 παιδιά	
δέχθηκαν	 ένα	pre-test,	 στο	οποίο	οι	 ερευνητές	 επαλήθευσαν	 την	 ικανότητα	 των	
παιδιών	 να	 απαριθμούν	 και	 να	 χρησιμοποιούν	 την	 απαρίθμηση	 για	 να	 κάνουν	
συγκρίσεις	 ανάμεσα	 σε	 σύνολα	 τακτοποιημένα	 σε	 γραμμές	 με	 παραπλανητικές	
ενδείξεις	 μήκους	 ή	 όχι.	 Όσα	 παιδιά	 μετρούσαν	 αλλά	 δεν	 χρησιμοποιούσαν	 την	
απαρίθμηση	 στη	 σύγκριση	 συνόλων	 υποβλήθηκαν	 σε	 μία	 από	 τέσσερις	
διαφορετικές	 συνθήκες.	 Δύο	 από	 αυτές	 ήταν	 πειραματικές	 και	 είχαν	 σκοπό	 να	
δείξουν	στα	παιδιά	ότι	η	απαρίθμηση	είναι	μια	καλή	στρατηγική	για	τη	σύγκριση	
συνόλων.	 Στην	 πρώτη	 συνθήκη,	 η	 οποία	 ονομάστηκε	 «συμφωνία	 ανάμεσα	 σε	
στρατηγικές»,	στα	παιδιά	δείχθηκαν	δύο	τρόποι	σύγκρισης	συνόλων	ένας	άμεσος	
και	 έπειτα	 ο	 άλλος:	 εγκατάσταση	 αντιστοιχίας	 ένα	 προς	 ένα	 και	 απαρίθμηση.	
Ενθαρρύνθηκαν	να	αντιληφθούν	ότι	οι	δύο	τρόποι	επίλυσης	του	έργου	οδηγούσαν	
στο	 ίδιο	 αποτέλεσμα.	 Στη	 δεύτερη	 συνθήκη	 την	 οποία	 οι	 ερευνητές	 ονόμασαν	
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«συνθήκη	 ανατροφοδότησης»,	 παρουσιάστηκαν	 στα	 παιδιά	 σειρές,	 ζητήθηκε	 να	
απαριθμήσουν	τα	στοιχεία	κάθε	μιας,	και	τότε	ζητήθηκε	να	κάνουν	εκτίμηση	της	
σύγκρισης.	Αφού	οι	εκτιμήσεις	σύγκρισης	που	βασίζονταν	στην	απαρίθμηση	ήταν	
σωστές,	 τότε	 τα	παιδιά	δέχθηκαν	θετική	ανατροφοδότηση	για	 την	εκτίμηση	που	
βασίστηκε	στην	αρίθμηση.	Και	στις	δύο	ομάδες,	τα	παιδιά	είχαν	την	ευκαιρία	να	
επαληθεύσουν	ότι	η	απαρίθμηση	οδηγεί	σε	ορθές	 κρίσεις,	 είτε	συγκρίνοντας	με	
άλλη	στρατηγική	είτε	δεχόμενα	θετική	ανατροφοδότηση	για	τις	κρίσεις	τους	που	
βασίζονται	στην	απαρίθμηση.	

Στις	 συνθήκες	 ελέγχου	 τα	 παιδιά	 είχαν	 το	 ίδιο	 σύνολο	 εμπειριών	 στην	
εκτίμηση	 των	 σειρών	 και	 είχαν	 ενθαρρυνθεί	 να	 απαριθμούν,	 αλλά	 ούτε	
επαλήθευσαν	 τις	 απαντήσεις	 απαρίθμησης	 με	 άλλες	 στρατηγικές	 ούτε	 δέχτηκαν	
ανατροφοδότηση	για	την	επίδοσή	τους.	Έτσι,	παρότι	είχαν	αναφέρει	ότι	μέτρησαν	
κατά	 τη	 διάρκεια	 του	 πειράματος,	 δεν	 έδειξαν	 ότι	 χρησιμοποιούσαν	 την	
απαρίθμηση	ως	εργαλείο	σύγκρισης	συνόλων.		

Ακολουθώντας	 αυτή	 τη	 φάση,	 τα	 παιδιά	 δέχτηκαν	 ένα	 post-test	 	 και	 τους	
ζητήθηκε	ξανά	να	κάνουν	συγκρίσεις	ανάμεσα	στα	δύο	σύνολα.	Εκείνη	τη	στιγμή,	
όπως	στο	pre-test,	δεν	δέχτηκαν	καμιά	διδασκαλία.	

Τα	 παιδιά	 σε	 όλες	 τις	 ομάδες	 έγιναν	 καλύτερα	 στη	 σύγκριση	 συνόλων	 στο	
post-test.	Όμως	ο	Cowan	και	οι	συνεργάτες	του	παρατήρησαν	ότι	όσα	παιδιά	στις	
πειραματικές	 ομάδες	 είχαν	 την	 ευκαιρία	 να	 βρουν	 ότι	 η	 απαρίθμηση	 ήταν	 μια	
καλή	βάση	για	την	εκτίμησή	τους,	βελτίωσαν	την	επίδοσή	τους	πολύ	περισσότερο	
από	εκείνα	της	ομάδας	ελέγχου,	στα	οποία	είχε	ζητηθεί	να	μετρήσουν,	αλλά	δεν	
είχαν	την	ευκαιρία	να	ανακαλύψουν	ότι	η	απαρίθμηση	είναι	μια	καλή	στρατηγική	
για	 τη	 σύγκριση	 συνόλων.	 Περισσότερα	 από	 τα	 μισά	 παιδιά	 στις	 πειραματικές	
ομάδες	 (32	 από	 56)	 μέτρησαν	 για	 να	 συγκρίνουν	 τα	 σύνολα	 σε	 κάθε	 δοκιμασία	
στο	post-test	ενώ	μόνο	32%	(18	από	τα	56)	στην	ομάδα	ελέγχου.	Παιδιά	και	στα	
δύο	επίπεδα	ηλικιών	βελτίωσαν	την	επίδοσή	τους	στις	πειραματικές	ομάδες	αλλά	
τα	μεγαλύτερα	παιδιά	 (6½	ώς	 7½)	 είχαν	μεγαλύτερη	 επίδοση	από	 τα	μικρότερα	
(5½	ώς	6½),	πιθανώς	επειδή	μπορούσαν	να	μετρούν	καλύτερα.	Για	τα	παιδιά	που	
δεν	μέτρησαν	δεν	υπήρχε	διαφορά	ανάμεσα	στις	ηλικίες	(Nunes	&	Bryant,	1996).	

Αυτό	 το	πείραμα	δείχνει	 ένα	σχετικά	καλό	αποτέλεσμα	στην	περίπτωση	που	
ενθαρρύνουμε	 τα	 παιδιά	 να	 απαριθμούν.	 Η	 Fuson	 (1988)	 είχε	 παρατηρήσει	 ότι	
ελαφρά	 λιγότερα	 από	 το	 40%	 των	 πεντάχρονων	 παιδιών	 αυθόρμητα	 βασίζονται	
στην	 απαρίθμηση	 για	 να	 συγκρίνουν	 σύνολα.	 Ο	 Cowan	 και	 οι	 συνεργάτες	 του	
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πέτυχαν	να	πείσουν	λίγο	περισσότερα	από	τα	μισά	παιδιά	που	δεν	απαριθμούσαν	
να	 βασιστούν	 στην	 απαρίθμηση	 σε	 κάθε	 σύγκριση	 μετά	 από	 εξάσκηση.	
Ενθαρρυμένος	 από	 αυτή	 την	 επιτυχία	 αποφάσισε	 να	 εργασθεί	 με	 παιδιά	
μικρότερης	 ηλικίας.	 Εργάστηκε	 με	 παιδιά	 ηλικίας	 3½	 ώς	 4½	 ετών,	 σε	 ένα	
νηπιαγωγείο	 στο	 Λονδίνο.	 Το	 ίδιο	 σχέδιο	 που	 χρησιμοποιήθηκε	 σε	 παιδιά	 που	
πήραν	 μέρος	 στο	 pre-test,	 στα	 οποία	 επαληθεύτηκε	 αν	 μπορούσαν	 να	
απαριθμήσουν,	αλλά	δεν	το	έκαναν	όταν	τους	ζητούσαν	να	συγκρίνουν	σύνολα	με	
βάση	 μια	 πειραματική	 συνθήκη	 και	 μια	 συνθήκη	 ελέγχου,	 οι	 οποίες	
ακολουθούνταν	 από	 το	 post-test.	 Οι	 συνθήκες	 ήταν	 ίδιες	 με	 το	 προηγούμενο	
πείραμα.	 Ο	 Cowan	 και	 οι	 συνεργάτες	 του	 διαπίστωσαν	 δύο	 ενδιαφέροντα	
αποτελέσματα	 σε	 αυτό	 το	 πείραμα.	 Πρώτον,	 τα	 μικρά	 παιδιά	 είχαν	 σχετική	
επιτυχία	 στην	 απαρίθμηση	 προκειμένου	 να	 συγκρίνουν	 σύνολα,	 αλλά	 αυτή	 η	
επιτυχία	δεν	ήταν	τόσο	μεγάλη	όσο	στα	μεγαλύτερα	παιδιά.	Ελαφρά	λιγότερα	από	
τα	μισά	παιδιά	(10	από	24)	από	την	ηλικία	των		3½	ώς	4½	ετών	μέτρησαν	σε	κάθε	
δοκιμασία	αφού	έλαβαν	μέρος	στις	πειραματικές	συνθήκες,	ενώ	12,5%	(3	από	τα	
24)	 από	 τις	 συνθήκες	 ελέγχου.	 Δεύτερον,	 υπήρξε	 μια	 στατιστικά	 σημαντική	
σύνδεση	 ανάμεσα	 στην	 απαρίθμηση	 και	 τη	 δημιουργία	 σωστών	 κρίσεων	 για	 τα	
σύνολα.	Σχεδόν	τα	μισά	από	τα	παιδιά	(6	στα	13)	τα	οποία	απαρίθμησαν	σε	κάθε	
δοκιμασία	 δεν	 εξέφεραν	 ποτέ	 σωστή	 κρίση.	 Ως	 ομάδα,	 λειτούργησαν	 καλύτερα	
από	τους	μη	απαριθμούντες,	αφού	20	από	τους	28	μη	απαριθμούντες	δεν	έκαναν	
ποτέ	μια	 σωστή	 εκτίμηση	στις	 6	 δοκιμασίες.	Παρότι	 ο	 Cowan	 και	 οι	 συνεργάτες	
του	δεν	ανέφεραν	τους	τύπους	των	λαθών	των	μικρών	παιδιών,	είχαν	πετύχει	στο	
έργο	 απαρίθμησης	 (Nunes	 &	 Bryant,	 1996).	 Αυτά	 ίσως	 απαρίθμησαν	 τα	
αντικείμενα	 στις	 σειρές,	 αλλά	 έκαναν	 κρίσεις	 που	 ήταν	 αντίθετες	 από	 όσα	
διδάχτηκαν	από	την	απαρίθμηση.	Εάν	αυτή	είναι	η	περίπτωση,	τα	αποτελέσματα	
του	 Cowan	 στηρίζουν	 την	 πιαζετική	 θέση	 ότι	 τα	 παιδιά	 μπορούν	 να	 μάθουν	 να	
μετρούν	χωρίς	να	γνωρίζουν	ότι	η	απαρίθμηση	είναι	ένα	μέτρο	που	αποδίδει	 το	
μέγεθος	ενός	συνόλου.	Ακόμα	και	όταν	ενθαρρύνθηκαν	να	απαριθμήσουν,	πολλά	
από	 τα	 μικρά	 παιδιά	 ακόμα	 δεν	 βάσισαν	 τις	 συγκρίσεις	 των	 συνόλων	 στην	
απαρίθμηση.	

Θα	αναφερθεί	ένα	τελικό	πείραμα	στη	σύγκριση	συνόλων	διότι	αυτό	βασίζεται	
σε	 μια	 διαφορετική	 στρατηγική,	 αλλά	 ακόμα	 παράγει	 αποτελέσματα	 που	
συγκλίνουν	με	αυτά	που	αναφέρθηκαν	μέχρις	εδώ.	Η	Sophian	(1988	και	1991)	αντί	
να	ζητήσει	από	τα	παιδιά	να	συγκρίνουν	σύνολα,	τούς	ζήτησε	να	εκτιμήσουν	εάν	
μια	 μαριονέτα	 έκανε	 το	 σωστό	 πράγμα	 όταν	 ζήτησε	 να	 συγκρίνει	 σύνολα.	 Τα	
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υποκείμενά	 της	ήταν	παιδιά	3	 και	 4	 ετών.	 Το	 έργο	 της	μαριονέτας	ήταν	μερικές	
φορές	 να	 βρουν	 εάν	 οι	 δύο	 σειρές	 έχουν	 τον	 ίδιο	 αριθμό	 και	 μερικές	φορές	 να	
αναφέρουν	πόσες	μάρκες	υπήρχαν	μαζί	στις	δύο	σειρές.	Για	να	επιτύχει	βέβαια	η	
μαριονέτα	 θα	 έπρεπε	 να	 χρησιμοποιήσει	 διαφορετικούς	 τρόπους	 απαρίθμησης	
όταν	 εκτελεί	 αυτά	 τα	 δύο	 διαφορετικά	 έργα	 και	 η	 μαριονέτα	 χρησιμοποίησε	
διαφορετικές	 στρατηγικές	 απαρίθμησης.	Όμως	 μερικές	φορές	 χρησιμοποίησε	 τη	
σωστή	στρατηγική	για	το	έργο	και	μερικές	φορές	τη	λανθασμένη.	Τα	παιδιά	ήταν	
μάλλον	ανεπιτυχή	στην	απόφαση	όταν	η	απαρίθμηση	 είχε	 γίνει	 σωστά	 και	 όταν	
ήταν	 λάθος	 εάν	 το	 έργο	 ήταν	 να	 συγκρίνουμε	 τις	 σειρές.	 Τα	 παιδιά	 σαφώς	 δεν	
είχαν	 την	 ιδέα	 ότι	 για	 να	 συγκρίνουν	 σειρές	 ο	 σωστός	 τρόπος	 ήταν	 να	
απαριθμήσουν	τις	μάρκες	σε	κάθε	σειρά	χωριστά,	αρχίζοντας	ξανά	από	τη	μια	και	
τότε	να	μετρήσουν	τις	μάρκες	στην	άλλη	σειρά.	

	

	

	

	

	

	

	

	

	
	

Ένας	 δρόμος	 φαίνεται	 ότι	 μπορεί	 να	 συμφιλιώσει	 αυτές	 τις	 δύο	 αντιλήψεις	
συμβάλλοντας	στη	σύγκλισή	τους.	Σύμφωνα	με	αυτόν	πρέπει	να	θεωρήσουμε	ότι	
η	 επιρροή	 των	 αριθμητικών	 δραστηριοτήτων	 πάνω	 στην	 προσέγγιση	 της	
διατήρησης	προκύπτει	όχι	από	την	άμεση	επίδραση	των	εμπειρικών	δεδομένων,	
αλλά	 από	 στοχαστική	 αφαίρεση,	 την	 οποία	 διενεργεί	 το	 υποκείμενο	 πάνω	 στις	
δικές	 του	 ενέργειες	 και	 τους	 δικούς	 του	 συντονισμούς.	 Συνοπτικά	 αυτές	 οι	
διεργασίες	 δεν	 είναι	 εμπειρικές	 διαπιστώσεις,	 αλλά	 μάλλον	 μια	 μορφή	
αναστοχασμού	 πάνω	 στις	 ενέργειες	 και	 τον	 συντονισμό	 τους.	 Η	 στοχαστική	
αφαίρεση	 έχει	 το	 θεωρητικό	 πλεονέκτημα	 ότι	 συμφιλιώνει	 τα	 συλλεγμένα	
αποτελέσματα,	 ξεκινώντας	 από	 διαφορετικές,	 ακόμα	 και	 ανταγωνιστικές	

Εν	 συντομία,	 παρά	 τις	 διαφορές	 στις	 μεθόδους,	 ορισμένες	 έρευνες	 στράφηκαν	
στην	 απαρίθμηση	 και	 στην	 απάντηση	 των	 παιδιών	 στην	 ερώτηση	 «πόσα».	 Αλλά	
δεν	 κατανοούν	 όλα	 τα	 παιδιά	 το	 αριθμητικό	 που	 εκφωνείται	 στο	 τέλος	 της	
απαρίθμησης	ως	μέτρο	μεγέθους	συνόλου.	Αυτό	το	είδος	αποτελέσματος	ήταν	ο	
κύριος	 λόγος	 της	 έμφασης	 στη	 διατήρηση	 του	 αριθμού	 και	 όχι	 μόνο	 στην	
απαρίθμηση.	 Από	 το	 ένα	 μέρος	 οι	 περισσότερες	 σημαντικές	 έρευνες	 συνέλεξαν	
δεδομένα	που	έδειχναν	τη	μαζική	επιρροή	της	απαρίθμησης	στη	διατήρηση.	Από	
το	άλλο	μέρος	άλλες	έρευνες	συμφωνούν	με	τη	θεωρητική	προοπτική	του		Piaget:	
τα	εμπειρικά	δεδομένα,	από	το	γεγονός	της	τρωτότητας	τους,	δεν	θα	μπορούσαν	
να	δώσουν	μια	άμεση	βάση	στη	διατήρηση,	η	οποία	 χαρακτηρίζεται	από	λογική	
αναγκαιότητα.	
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προβληματικές	και	συμβάλλει	στην	υπέρβασή	τους.	Παραταύτα	είναι	πολύ	νωρίς	
για	να	συμπεράνουμε	την	πλήρη	ορθότητα	αυτής	της	εξήγησης.	
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Η	 γνήσια	 έννοια	 στηρίζεται	 εξίσου	 στην	 ανάλυση	 και	 στη	 σύνθεση.	 Ο	
διαχωρισμός	και	η	σύνδεση	είναι	εξίσου	απαραίτητα	για	τη	συγκρότηση	μιας	
έννοιας	(Vygotsky	L.,	Σκέψη	και	γλώσσα,	σ.	190,	Γνώση,	Αθήνα,	1988).	

	

Ο	Vygotsky	μιλώντας	για	προέννοια	και	έννοια	του	αριθμού	διέκρινε	δύο	επίπεδα	
αφαίρεσης:	μια	αφαίρεση	του	αριθμού	πάνω	στα	αντικείμενα	και	μια	γενίκευση	
οποιωνδήποτε	 σχέσεων	 ανάμεσα	 στους	 αριθμούς,	 που	 βασίζεται	 στην	
προηγούμενη	αφαίρεση.	Γράφει	τα	ακόλουθα:	

«Η	 προέννοια	 είναι	 η	 αφαίρεση	 του	 αριθμού	 από	 τα	 αντικείμενα	 και	 η	 γενίκευση	 των	
αριθμητικών	 ιδιοτήτων	 του	 αντικειμένου,	 η	 οποία	 βασίζεται	 σ’	 αυτή	 την	 αφαίρεση.	 Η	
έννοια	είναι	η	αφαίρεση	από	τον	αριθμό	και	η	βασισμένη	σε	αυτή	την	αφαίρεση	γενίκευση	
οποιωνδήποτε	σχέσεων	ανάμεσα	στους	αριθμούς.	Η	αφαίρεση	και	η	 γενίκευση	 της	δικής	
μας	 σκέψης	 διαφέρουν	 από	 την	 αφαίρεση	 και	 τη	 γενίκευση	 των	 αντικειμένων.	 Δεν	
πρόκειται	 για	 ένα	 προχώρημα	 στην	 ίδια	 κατεύθυνση,	 για	 ένα	 σταμάτημα,	 αλλά	 για	 την	
αρχή	 μιας	 καινούργιας	 κατεύθυνσης,	 τη	 μετάβαση	 σ’	 ένα	 καινούργιο	 ανώτερο	 επίπεδο	
σκέψης.	Η	γενίκευση	των	δικών	μας	αριθμητικών	πράξεων	και	σκέψεων	είναι	κάτι	ανώτερο	
και	καινούργιο	σε	σύγκριση	με	τη	γενίκευση	των	αριθμητικών	ιδιοτήτων	των	αντικειμένων	

Ανάλυση	και	σύνθεση	
του	αριθμού	

ΚΕΦΑΛΑΙΟ	

4 

Στο	 κεφάλαιο	 αυτό	 γίνεται	 συνδυασμός	 παλιών	 και	 νέων	 ερευνών.	Με	
επίκεντρο	την	ανάλυση	και	σύνθεση	των	αριθμών	αξιοποιείται	ο	ορισμός	
του	Piaget	για	 τον	αριθμό,	όμως	προεξάρχουν	οι	αριθμητικές	και	όχι	οι	
λογικομαθηματικές	 δραστηριότητες.	 Δίνεται	 έμφαση	 στις	 λειτουργικές	
σχέσεις	μέρους-όλου	για	τις	ανάγκες	της	σχολικής	μάθησης.	Στο	πλαίσιο	
αυτό	οι	γεωμετρικοί	και	οι	δακτυλικοί	σχηματισμοί	αποτελούν	βοηθητικά	
μέσα	 εποπτικής	 ανάλυσης	 και	 σύνθεσης	 των	 αριθμών.	 Επιπλέον	 οι	
δραστηριότητες	 αρίθμησης	 παρέχουν	 το	 μαθηματικό	 πλαίσιο	 για	 τη	
μελέτη	 της	αναδρομικότητας,	 των	 ιδιοτήτων	 της	αριθμοακολουθίας	 και	
των	 πράξεων.	 Η	 λύση	 προβλημάτων	 είναι	 μέσο	 εφαρμογής	 και	 πεδίο	
μελέτης	των	αριθμών.			
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στην	 αριθμητική	 έννοια.	 Αλλά	 η	 καινούργια	 έννοια,	 η	 καινούργια	 γενίκευση	 δεν	
δημιουργείται	παρά	στη	βάση	της	προηγούμενης.	Αυτό	εκδηλώνεται	πολύ	καθαρά	στο	ότι	
παράλληλα	 με	 την	 αύξηση	 των	 αλγεβρικών	 γενικεύσεων	 επιτελείται	 μια	 αύξηση	 της	
ελευθερίας	των	πράξεων….»	(Vygotsky,	1988,	σσ.	332-333).	

Η	προηγούμενη	τοποθέτηση	στο	πρώτο	επίπεδο	 (αφαίρεση	του	αριθμού	από	τα	
αντικείμενα),	ταυτίζεται	με	την	“εμπειρική	αφαίρεση”	του	Piaget,	ενώ	στο	δεύτερο	
επίπεδο	 (γενίκευση	 οποιωνδήποτε	 σχέσεων	 ανάμεσα	 στους	 αριθμούς,	 που	
βασίζεται	στην	προηγούμενη	αφαίρεση)	παραπέμπει	στη	“στοχαστική	αφαίρεση”.		

Στο	επίπεδο	της	στοχαστικής	αφαίρεσης	υπάρχουν	πολλές	όψεις	του	αριθμού,	
από	 τις	 οποίες	 οι	 έννοιες	 του	 απόλυτου	 και	 τακτικού	 αριθμού	 έχουν	 μελετηθεί	
περισσότερο.	 Ο	 σχηματισμός	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 είναι	 για	 το	 παιδί	 μια	
διαδικασία	 πλούσια,	 σύνθετη,	 και	 μάλλον	 ανολοκλήρωτη37.	 	 Εύγλωττη	 είναι	 η	
παρακάτω	επισήμανση:		

	«Ομοίως,	 ο	αριθμός	 σαν	αντικείμενο	σκέψης	 είναι	 ό,τι	 μπορεί	 να	 κάνει	 κάποιος	 με	 τους	
αριθμούς.	Έτσι,	δεν	υπάρχει	μία	και	μοναδική	“έννοια	του	αριθμού”,	αλλά	μια	ατέλειωτη	
σειρά	από	τέτοιες	έννοιες»	(Sinclair,	1990,	σ.	21)	.	

Από	τις	αρχές	του	20ού	αιώνα	στην	προσέγγιση	του	αριθμού	υπήρχε	μια	διαμάχη	
ανάμεσα	 στους	 οπαδούς	 των	 οπτικών	 αστερισμών	 και	 τους	 οπαδούς	 της	
απαρίθμησης.	Ο	Γερμανός	ψυχολόγος	Bühler	σκιαγράφησε	με	 ζωντανά	χρώματα	
την	 αντίθεση	 και	 επεχείρησε	 μια	 αξιοσημείωτη	 απόπειρα	 συνθετικής	
προσέγγισης:	Αναφέρει	χαρακτηριστικά:	

	«Ούτε	 η	 φυσική	 ανάπτυξη	 των	 λειτουργιών	 στο	 παιδί	 ούτε	 τη	 ανάλυση	 του	 νοερού	
υπολογισμού	στον	 ενήλικο	δικαιολογούν	μια	μέθοδο	που	ακολουθεί	αποκλειστικά	 τη	μία	
από	 τις	 δύο	 μεθόδους	 (αντιληπτική	 ή	 με	 απαρίθμηση).	 Πολύ	 καλύτερα	 αναγνωρίζουμε	
σαφώς	ότι	υπάρχουν	τουλάχιστον	δύο	ανεξάρτητες	ρίζες	της	έννοιας	του	αριθμού,	η	γνώση	
της	ομάδας	και	η	δραστηριότητα	της	απαρίθμησης»	(Bühler,	1936).	

Όπως	 θα	 παρακολουθήσουμε	 παρακάτω,	 οι	 δύο	 αυτές	 ξεχωριστές	 ρίζες	 και	 η	
αυθεντική	 σύνθεσή	 τους	 υπογραμμίστηκαν	 επίσης	 από	 τον	 Piaget.	 Αλλά	 οι	
θεωρητικές	 απόψεις	 του	 Piaget	 τον	 οδήγησαν	 να	 τις	 αποδίδει	 σε	 γενικότερες	
δομές.	 Δεν	 ενδιαφέρθηκε	 για	 δραστηριότητες	 από	 τις	 οποίες	 πηγάζει	 η	
προσέγγιση	 των	 πρώτων	 αριθμών:	 απαρίθμηση	 και	 αναγνώριση	 σχηματισμών.	
Ανάμεσα	 στους	 μεταγενέστερους	 συγγραφείς	 οι	 Schaeffer,	 Eggleston,	 και	 Scott	
(1974)	 τόνισαν	 την	 αρχική	 ανεξαρτησία	 και	 τη	 μεταγενέστερη	 ενοποίηση	 αυτών	
                                                             
37	Ανοιχτή	και	ανολοκλήρωτη	είναι	η	έννοια	του	αριθμού	και	για	τους	μαθηματικούς.	Κάθε	νέα	ανακάλυψη	
συμβάλλει	 στην	 παραπέρα	 ανάπτυξη	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 (άπλωμα,	 άνοιγμα,	 διασυνδέσεις	 με	 τις	
προηγούμενες	ανακαλύψεις	και	εφευρέσεις).	
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των	δύο	διαδικασιών.	Αλλά	οι	υποστηρικτές	της	θεωρίας	ενοποίησης	(integration)	
των	 ικανοτήτων	 δεν	 ισχυρίζονται	 ότι	 οι	 δύο	 αλληλένδετες	 ικανότητες	 θα	
μπορούσαν	 να	 πηγάζουν	 από	 δύο	 διαφορετικές	 μορφές	 μνήμης.	 Εκείνοι	 που	
πρώτοι	 υπογράμμισαν	 αυτό	 το	 σημείο	 είναι	 οι	 Wagner	 και	 Walters	 (1982).	 Οι	
προαναφερόμενοι	 ερευνητές	 πρότειναν	 ένα	 σενάριο	 στο	 οποίο	 η	 αντίληψη	 των	
τριών	 πρώτων	 πληθικοτήτων	 είναι	 πρόωρη,	 εμφανίζεται	 πριν	 την	 εμφάνιση	 της	
απαρίθμησης	και	είναι	ανεξάρτητη	από	την	απαρίθμηση38.		

Στο	 κεφάλειο	 2	 εξετάσαμε	 την	 απαρίθμηση	 και	 την	 άμεση	 εκτίμηση.	 Στη	
συνέχεια	 θα	 επεκτείνουμε	 την	 μελέτη	 για	 την	 άμεση	 εκτίμηση	 γεωμετρικών	
σχηματισμών.	Επιπλέον	θα	αναφερθούμε	στις	λειτουργικές	σχέσεις	μέρους-όλου,	
την	προσθετική	ανάλυση	των	αριθμών	και	τη	λύση	προβλημάτων.		

4.1. Οι	«κανονικοί»	ή	γεωμετρικοί	σχηματισμοί	και	τα	δάκτυλα	

Στο	 κεφάλαιο	 1	 αναφερθήκαμε	 στη	 στιγμιαία	 σύλληψη	 μικρών	 συλλογών	
αντικειμένων	 την	 οποία	 ονομάσαμε	 άμεση	 εκτίμηση	 (subitizing).	 Η	 άμεση	
εκτίμηση	 δεν	 ξεπερνά	 το	 τρία	 για	 γραμμικές	 συλλογές	 αντικειμένων,	 οι	 οποίες	
έχουν	αραιωθεί	κανονικά.	Σύμφωνα	με	τον	Fischer	(1992)	η	άμεση	εκτίμηση	είναι	
μια	γνώση	δηλωτική	 (declarative).	Αν	 τοποθετήσουμε	μπροστά	σε	παιδιά	5	ώς	6	
ετών	μια	γραμμική	συλλογή	με	τρεις	κουκκίδες,	τότε	δηλώνουν	(ή	γνωρίζουν)	ότι	
υπάρχουν	 τρία.	 Αντίθετα,	 για	 μια	 γραμμική	 συλλογή	 τεσσάρων	 κουκκίδων	
επιστρατεύουν	 τη	 στρατηγική	 της	απαρίθμησης:	 ξέρουν	μόνο	πώς	 να	βρουν	 τον	
αριθμό.	Ορισμένες	 οικείες	 συλλογές,	 όπως	 οι	 σχηματισμοί	 της	 τετράδας	 και	 της	
πεντάδας	 του	 ζαριού,	 μπορούν	 να	 θεωρηθούν	 από	 την	 ηλικία	 των	 5-6	 ετών	
γνώσεις	 του	τομέα	άμεσης	εκτίμησης.	Η	άμεση	εκτίμηση	παίζει	ένα	 ζωτικό	ρόλο	
για	την	ανάπτυξη	της	ικανότητας	απαρίθμησης.	Αλλά	ποια	είναι	η	φύση	αυτής	της	
γνώσης;	

Για	 πολλά	 χρόνια	 πιστεύαμε	 ότι	 πρόκειται	 για	 μια	 αναγνώριση	 οπτικών	
σχηματισμών.	Μια	τέτοια	ερμηνεία	για	 την	 τετράδα	και	 την	πεντάδα	του	 ζαριού	
δεν	πρέπει	να	απορριφθεί	εξολοκλήρου.	Όμως	για	αριθμούς	όπως	το	«δύο»	και	το	
«τρία»	 συνδυάζεται	 δύσκολα	 με	 ορισμένες	 παρατηρήσεις.	 Για	 παράδειγμα,	

                                                             
38	 Επιπρόσθετα	 έχει	 διαπιστωθεί	 ότι	 η	 χρήση	 λεξιλογίου	 που	 παραπέμπει	 σε	 τάξεις	 (άνθρωποι,	 ζώα,	
φρούτα)	 υποβάλλει	 τη	 χρήση	 των	 αριθμών	 σε	 καταστάσεις	 απαρίθμησης,	 ενώ	 η	 χρήση	 λεξιλογίου	 που	
παραπέμπει	σε	συλλογές	(ομάδα	ανθρώπων,	οικογένεια	ζώων,	πράσινα	φρούτα)	προσανατολίζει	νοητικά	
στα	αντίστοιχα	σύνολα	ως	ολότητες	και	υποβάλλει	τη	χρήση	των	αριθμών	στο	πλαίσιο	προσδιορισμού	του	
πληθάριθμου	(βλ.	Markman,	1979).		
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ομάδες	 κουκκίδων	 ή	 σχηματισμοί	 κύβων	 θα	 μπορούσαν	 επίσης	 να	 εκτιμώνται	
άμεσα.	 Αυτές	 οι	 παρατηρήσεις	 δείχνουν	 ότι	 η	 εν	 λόγω	 παράσταση	 είναι	
περισσότερο	 αφηρημένη	 από	 μια	 απλή	 νοητική	 εικόνα.	 Αυτή	 η	 παραστατική	
εικόνα	 για	 το	 τρία	 θα	 μπορούσε	 να	 συνίσταται	 σε	 μια	 χωρική	 περιγραφή	 του	
τύπου:	«δύο	και	ένα	ακόμα».	

Όμως	ένας	τόσο	στενός	περιορισμός	της	άμεσης	εκτίμησης	εγείρει	το	ζήτημα	
της	γνώσης	την	οποία	σχηματίζουν	τα	παιδιά,	πολύ	γρήγορα		και	συχνά	χωρίς	την	
παραμικρή	 εξωτερική	 ένδειξη,	 καταλήγοντας	 να	 βρίσκουν	 τον	 αριθμό.	 Οι	
παιδαγωγοί	 ονόμασαν	 αυτόν	 τον	 τύπο	 μαθησιακής	 σύλληψης	 ολική	 αντίληψη.	
Μάλιστα	ορισμένοι	δίνουν	σημασία	στο	χωρισμό	μιας	συλλογής	σε	υποσυλλογές	
και	στην	αντίληψη	του	αριθμού	ως	σύνθεση	των	υποσυλλογών.	

	«Ένα	παιδί	που	μετακινεί	διαδοχικά	4	μάρκες	τη	μια	μετά	από	την	άλλη	δεν	φαίνεται	να	
σχηματίζει	 την	 έννοια	 του	 4	 και	 τις	 αναλύσεις	 του.	 Πιστεύουμε	 ότι	 μάλλον	 το	 παιδί	
ατενίζοντας	από	καλή	απόσταση	και	με	μια	ταυτόχρονη	συνολική	θέα	τον	αστερισμό	των	4	
αντικειμένων	θα	φωτισθεί	από	τον	αριθμό	4	ο	οποίος	είναι	2+2	και	3+1...	Μόνο	το	ατενίζον	
μάτι	 (πανοραμική	 ματιά)	 κατακτά	 τη	 συνολική	 μορφή	 της	 αστεροειδούς	 συλλογής	 και	
επιτρέπει	 στη	 νόηση	 του	 παιδιού	 να	 συλλάβει	 την	 έννοια	 του	 αριθμού	 χωρίς	 καμιά	
πραγματική	δράση»	(Brachet,	1955).	

Μαζί	 με	 την	 άμεση	 εκτίμηση	 υπεισέρχεται	 και	 η	 έννοια	 της	 ανάλυσης	 του	
αριθμού.	 Πρόκειται	 συχνά	 για	 μια	 διαδικασία	 πιο	 πολύπλοκη	 από	 την	
απαρίθμηση	 ένα-ένα.	 Ο	 υπολογισμός	 με	 όμοιους	 προσθετέους	 («δύο	 και	 δύο,	
τέσσερα»,	 «τρία	 και	 τρία,	 έξι»),	 που	 τα	 μικρά	 παιδιά	 τα	 μαθαίνουν	 γρήγορα,	
καταλαμβάνουν	 μια	 προνομιακή	 θέση.	 Ωστόσο	 αποτελεί	 δύσκολο	 και	
αποφασιστικό	βήμα	για	 τα	παιδιά	 της	προσχολικής	ηλικίας	να	περάσουν	από	το	
δύο	και	δύο	στον	υπολογισμό	δύο	και	τρία	(Πατρώνης,	2001).	

Ενώ	τα	μικρά	παιδιά	δεν	γνωρίζουν	απέξω	άλλα	αποτελέσματα	του	πίνακα	της	
πρόσθεσης,	 σύμφωνα	 με	 τον	 Fischer	 (1992)	 μια	 πιο	 αργή	 απόκτηση	 δεν	
επιτυγχάνει	 καμιά	 ευελιξία	 στην	 επιλογή	 της	 διαδικασίας.	 Αυτή	 η	 τελευταία	
επιβάλλει	 τους	περιορισμούς	 της	στην	αντίληψη.	 Σύμφωνα	με	 τις	 παρατηρήσεις	
του	 Fischer,	 σε	 παιδιά	 5,	 6	 ή	 7	 ετών,	 στα	 οποία	 δόθηκε	 μια	 συλλογή	 όπως	 η	
παρακάτω	 (σχήμα	 α),	 τα	 παιδιά	 χωρίς	 να	 μετρήσουν	 έβρισκαν	 «τέσσερα»	 και	
εξηγούσαν	 ότι	 υπάρχουν	 δύο	 και	 δύο.	 Αναφέρει	 επίσης	 μια	 περίπτωση	 που	
περιγράφεται	από	τον	Wheatley	(1991),	σύμφωνα	με	την	οποία	ένας	Αμερικανός	
μαθητής	στην	αρχή	της	πρώτης	σχολικής	χρονιάς,	αφού	απαρίθμησε	μια	συλλογή	
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με	6	κουκκίδες	σύμφωνα	με	τον	εικονιζόμενο	σχηματισμό	(σχήμα	β),	εξήγησε	ότι	
υπήρχαν	τρία	ψηλά	και	αριστερά	και	ακόμα	τρία.		

	
Μια	παράξενη	αντίληψη:	(α)	2	και	2,	(β)	3	και	3	

			

(α) (β) 	
	

Η	 άμεση	 εκτίμηση	 σε	 συνδυασμό	 με	 την	 απαρίθμηση	 είναι	 θεμελιώδης	 για	 την	
εννοιολογική	ανάπτυξη	των	μικρών	αριθμών.	Αν	παρατηρήσουμε	ότι	οι	μικροί	μη	
απαριθμούμενοι	 αριθμοί	 αντιστοιχούν	 στο	 ίδιο	 αποτέλεσμα	που	 προκύπτει	 από	
την	 απαρίθμηση,	 βοηθούμε	 τα	 μικρά	 παιδιά	 να	 ανακαλύψουν,	 να	 ενισχύσουν,	
ακόμα	 και	 να	 κατανοήσουν	 την	 αρχή	 της	 πληθικότητας.	 Εξάλλου	 αυτή	 η	 αρχική	
άμεση	 εκτίμηση	 προσφέρει	 στα	 παιδιά	 την	 ευκαιρία	 να	 καταλήξουν	 με	 δύο	
διαφορετικούς	τρόπους	στο	ίδιο	αποτέλεσμα.	

Η	 ασυνέχεια	 μετά	 τον	 αριθμό	 3	 έχει	 άμεσες	 επιπτώσεις	 στην	 διδακτική	
προσέγγιση	των	αριθμητικών	γνώσεων.	Μπορεί	επίσης	να	βοηθήσει	στη	μάθηση	
αστερισμών,	 οι	 οποίοι	 μπορούν	 να	 συλληφθούν	 εύκολα.	Οι	Mandler	 και	 Shebo,	
υιοθετώντας	την	παραπάνω	υπόθεση,	πραγματοποίησαν	μια	σειρά	ερευνών	που	
αφορά	 την	 άμεση	 εκτίμηση	 στον	 ενήλικο	 με	 την	 αναγνώριση	 κανονικών	
αντιληπτικών	 σχηματισμών	 και	 διάσπαρτων	 σχηματισμών.	 Οι	 κανονικοί	
αντιληπτικοί	 σχηματισμοί	 που	 χρησιμοποιήθηκαν	 στο	 πείραμα	 παρουσιάζονται	
στο	ακόλουθο	σχήμα:	

Οι	10	κανονικοί	σχηματισμοί	που	χρησιμοποιήθηκαν	στο	πείραμα	(Mandler	&	Shebo,	1982,	σ.	15)	
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Τα	αποτελέσματα	παρουσιάζονται	στην	παρακάτω	γραφική	παράσταση.		
Μέσοι	χρόνοι	αντίδρασης	στους	διάσπαρτους	και	στους	«κανονικούς»	σχηματισμούς	ως	

προς	τον	αριθμό	των	στοιχείων	(Mandler	και	Shebo,	1982,	σ.	16)	

Από	τη	γραφική	παράσταση	οι	Mandler	και	Shebo	(1982)	συμπεραίνουν:	

• Ο	χρόνος	αντίδρασης	στους	«κανονικούς»	σχηματισμούς	είναι	μικρότερος	
από	τον	χρόνο	αντίδρασης	στους	σκορπισμένους	σχηματισμούς.	

• Στους	«κανονικούς»	σχηματισμούς	οι	χρόνοι	αντίδρασης	εμφανίζονται	σε	
γενικές	γραμμές	σταθεροί	για	συλλογές	από	1	έως	5.		

• Οι	χρόνοι	αντίδρασης	στους	«κανονικούς»	σχηματισμούς	από	1	έως	5	
πλησιάζουν	σε	παρόμοιες	τιμές	με	αυτές	των	σκορπισμένων	σχηματισμών	
με	1	έως	3	στοιχεία.	

Τα	 παραπάνω	 δεδομένα,	 τα	 οποία	 διαπιστώθηκαν	 στους	 ενηλίκους,	 θέτουν	 το	
πρόβλημα	της	ανάπτυξης.	

Ορισμένες	 έρευνες	 δίνουν	 έμφαση	 στην	 απαρίθμηση	 κατά	 ομάδες	 (Van	
Oeffelen	 &	 Vos,	 1982).	 Ειδικότερα,	 άλλοι	 δίνουν	 έμφαση	 στον	 αριθμό	 τέσσερα	
(Simons	 &	 Langheinrich,	 1982)	 και	 άλλοι	 στον	 αριθμό	 πέντε	 (Ekeblad,	 1993).	
Ορισμένα	βιβλία	για	εκπαιδευτικούς	 	υπογραμμίζουν	τη	σημασία	του	αριθμού	7	
(Miller,	 1956).	 Για	 παράδειγμα	 οι	 Audigier,	 Clavier,	 Clavie	 και	 Clesse	 (1985)	
(αναφέρεται	από	τον	Fischer,	σ.	257)	μιλούν	για	«μη	έννοια»,	δηλαδή	για	έλλειψη	
σχηματισμού	της	έννοιας	όταν	οι	χρησιμοποιούμενες	μέθοδοι	δεν	το	λαμβάνουν	
υπόψη.	Οι	 Jardy,	 Jardy	 και	 Soumy	 (1985)	 την	υποτιμούν	επαναφέροντας	 το	6.	Ο	
αριθμός	7	είναι	ένα	όριο	για	την	οπτική	αντίληψη	παρά	για	την	ακριβή	ονομασία	
του	αριθμού.		
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Ειδικοί	 σχηματισμοί	 από	 κουκκίδες,	 ζάρια	 και	 ντόμινος	 αξιοποιούνται	 ως	
διδακτικά	μέσα	για	την	υπέρβαση-διαφύλαξη	της	αρίθμησης	και	την	έμφαση	στην	
ανάλυση	 και	 σύνθεση	 των	 αριθμών.	 Τα	 ακόλουθα	 σχήματα	 δείχνουν	 έναν	
αστερισμό	του	7	και	έναν	σχηματισμό	του	6	ως	5+1	σε	πλαίσιο	της	δεκάδας	(Kline,	
1998	-	Griffin,	2004	-	Barker,	2009).	

	

Ο	Brissiaud	(1989	και	1991)	τόνισε	τη	σημασία	των	δακτυλικών	σχηματισμών	στη	
δημιουργία	αρχικών	παραστάσεων	από	τα	παιδιά	χωρίς	απαρίθμηση.	Ο	Brissiaud	
επέμενε	στην	αμεσότητα	αυτού	του	τρόπου	παράστασης	και	την	παρομοίασε	με	
την	αναγνώριση	σχηματισμών	ή	την	άμεση	εκτίμηση.	Η	μέθοδος	αξιοποίησης	των	
δακτυλικών	 σχηματισμών	 είναι	 πολυαισθητήρια	 αφού	 εκτός	 από	 την	 οπτική	
αντίληψη	συνεργούν	η	αφή	και	οι	κινήσεις.	

Οι	 Marton	 F.	 και	 Neuman	 D.	 εξετάζουν	 τον	 ρόλο	 των	 δακτύλων	 στο	
σχηματισμό	 της	 έννοιας	 του	αφηρημένου	αριθμού.	 Επισημαίνουν:	πολλά	παιδιά	
αναλύουν	 τους	 αριθμούς	 με	 τρόπο	 χειροπιαστό	 –βοηθούμενα	 από	 τα	 δάκτυλά	
τους	–	και	αργότερα	νοερό,	σε	μέρη	που	είναι	εύκολο	να	αναγνωρίσουν	άμεσα.	
Στην	ίδια	έρευνα	τονίζουν	ότι	η	ευχέρεια	στη	χρήση	των	δακτυλικών		σχηματισμών	
αποτελεί	ένδειξη	για	τον	συντονισμό	της	διατακτικής	και	της	πληθικής	σημασίας	
των	αριθμών	(Marton	&	Neuman,	1990).	Επιπλέον	ο	Hughes	(1986)	θεωρεί	ότι	τα	
δάκτυλα	βοηθούν	στο	πέρασμα	από	το	συγκεκριμένο	στο	αφηρημένο.	

Η	Α.	Μπούφη	υποστήριξε	ότι	η	εξοικείωση	των	παιδιών	με	τους	σχηματισμούς	
των	 δακτύλων	 συμβάλλει	 στην	 επινόηση	 στρατηγικών	 σκέψης.	 Για	 την	 πιθανή	
προέλευση	 των	 στρατηγικών	 ανάλυσης	 και	 ανασύνθεσης	 κατά	 την	 επίλυση	
προβλημάτων,	οι	οποίες	επινοήθηκαν	από	μαθητές	που	ξεκινούν	τη	φοίτησή	τους	
στην	 πρώτη	 τάξη	 του	 δημοτικού	 σχολείου	 γράφει:	 «η	 εξοικείωση	 με	 τους	
σχηματισμούς	των	δακτύλων	τους	αποτελεί	ίσως	τη	βάση	πάνω	στην	οποία	έχουν	
οικοδομήσει	 τις	 εξελιγμένες	 στρατηγικές	 τους».	 Και	 σε	 άλλο	 σημείο:	 «Θα	
μπορούσαμε	 λοιπόν	 να	 πούμε	 ότι	 η	 προοδευτική	 εσωτερίκευση	 παρόμοιων	
χειρισμών	των	δακτύλων	επιτρέπει	στα	παιδιά	να	υπολογίζουν	νοερά».	(Μπούφη,		
1995α,	σ.	32)		
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4.2. Η	ανάλυση	του	αριθμού	και	οι	λειτουργικές	σχέσεις	μέρους-όλου	

Το	πολύ	μικρό	παιδί,	όπως	και	ο	πρωτόγονος	άνθρωπος,	μόλις	στρέψει	το	βλέμμα	
του	 στην	 κόσμο	 που	 το	 περιβάλλει,	 θα	 διακρίνει	 πλήθος	 αντικειμένων.	 Από	 το	
πρώτο	 έτος	 της	 ζωής	 του	 σχηματίζει	 στον	 νου	 του	 την	 έννοια	 του	 μονίμου	
αντικειμένου	 και	 έχει	 μια	 ιδέα	 για	 το	 ένα	 πράγμα	 και	 τα	 πολλά	 πράγματα:	
διακρίνει	 το	 ένα	πορτοκάλι	από	 τα	πολλά	πορτοκάλια	μιας	πορτοκαλιάς,	 το	 ένα	
βιβλίο	και	τα	πολλά	βιβλία	μιας	βιβλιοθήκης.		

Το	 παιδί	 δέχεται	 από	 το	 περιβάλλον	 οπτικά,	 ακουστικά	 και	 απτικά	
ερεθίσματα.	 Η	 αντίληψη	 βασίζεται	 στα	 μνημονικά	 ίχνη	 και	 δημιουργεί	 νοερές	
εικόνες.	 Σύμφωνα	 με	 τις	 πρότερες	 εμπειρίες	 του	 πρέπει	 να	 τα	 ταξινομήσει	 σε	
κατηγορίες.	 Εντοπίζει	 ομοιότητες	 και	 διαφορές.	 Αν	 και	 τα	 μικρά	 παιδιά	 έχουν	
εμπειρίες	 με	 την	 αντιστοίχιση	 ένα	 προς	 ένα,	 την	 επίδειξη	 δακτυλικών	
σχηματισμών,	 την	 άμεση	 εκτίμηση	 μικρών	 διάσπαρτων	 συλλογών	 και	 την	
απαρίθμηση	 συλλογών	 αντικειμένων,	 είναι	 παρακινδυνευμένο	 να	 θεωρούμε	 ότι	
έχουν	 σχηματίσει	 στο	 νου	 τους	 την	 έννοια	 του	 αριθμού	 ως	 αφηρημένο	
μαθηματικό	 αντικείμενο.	 Ο	 αριθμός	 είναι	 έννοια	 σχέσης	 που	 προκύπτει	 από	 τη	
σύγκριση	δύο	ποσών,	 δύο	μεγεθών	από	 τα	οποία	δεχόμαστε	 το	 ένα	ως	μονάδα	
μέτρησης.	Είναι	το	αποτέλεσμα	μιας	μέτρησης,	το	μέτρο	ενός	μεγέθους.	

Οι	γνώσεις	που	έχουμε	από	την	ψυχολογία	και	τη	βιολογία	δεν	μας	βοηθούν	
να	κατανοήσουμε	πλήρως	τι	γίνεται	στη	σκέψη	του	παιδιού	καθώς	οικειοποιείται	
την	 έννοια	 του	 αριθμού	 και	 με	 ποιον	 τρόπο	 το	 κάνει.	 Η	 προσφυγή	 στην	
επιστημολογική	 και	 διεπιστημονική	 προσέγγιση	 φέρνει	 στην	 επιφάνεια	
ενδιαφέρουσες	 θέσεις.	 Μια	 ολοκληρωμένη	 και	 τελεσίδικη	 απάντηση	 είναι	
αδύνατο	 να	 δοθεί	 σε	 αυτό	 το	 ερώτημα,	 όπως	 συμβαίνει	 με	 τα	 περισσότερα		
ερωτήματα	της	επιστήμης	ή	της	φιλοσοφίας.	

Τόσο	στην	επιστήμη	όσο	και	στις	καθημερινές	δραστηριότητες	η	ανάλυση	και	
η	 σύνθεση	 αποτελούν	 θεμελιώδεις	 ικανότητες	 της	 εννοιολογικής	 σκέψης.	 Κάθε	
κατάσταση,	 πράγμα	 ή	 έννοια	 δεν	 εκλαμβάνεται	 μόνο	 ως	 κάτι	 δεδομένο	 και	
αδιαίρετο,	 δηλαδή	ως	 αντικείμενο	 που	 ταυτίζεται	 μόνο	 με	 τον	 εαυτό	 του,	 αλλά	
επιπλέον	ταυτίζεται	με	τα	μέρη	από	τα	οποία	αποτελείται,	είναι	ίσο	με	αυτά39.	Το	
ενιαίο	όλον	οργανώνεται	σε	επιμέρους	ενότητες	που	διαθέτουν	τις	ιδιότητες	του	
όλου.	
                                                             
39	Η	προσθετική	ανάλυση	παραπέμπει	στις	αριθμητικές	ισότητες	και	στη	διατήρησή	τους	(π.χ.	5=2+3=1+4	
κ.λπ.).		
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Κάτι	ανάλογο	συμβαίνει	με	την	ειδική	περίπτωση	της	ποσοτικής	ανάλυσης	και	
σύνθεσης	των	αριθμών,	όπου	μια	ποσότητα	αποτελείται	από	δύο	ή	περισσότερες	
“υποποσότητες”,	 δηλαδή	 από	 μικρότερα	 μέρη	 που	 την	 απαρτίζουν.	 Στο	
νηπιαγωγείο	 λαμβάνουμε	 ως	 μικρότερη	 δυνατή	 “υποποσότητα”,	 την	 μονάδα,	
δηλαδή	 τον	 αριθμό	 1.	 Κάθε	 αριθμός	 είναι	 ποικιλία	 συνδυασμών	 μονάδων	 και	
άλλων	αριθμών.	Το	2	χωρίζεται	μόνο	σε	δύο	μέρη	ή	σε	δύο	μονάδες	(1+1),	το	3	σε	
τρεις	 μονάδες	 (1+1+1)	 ή	 στη	 μορφή	 1+2	 ή	 2+1.	 Κάθε	 μεγαλύτερος	 αριθμός	
χωρίζεται	 σε	 ισάριθμες	 μονάδες	 (το	 7	 σε	 7	 μονάδες),	 όμως	 για	 τις	 αρχικές	
διδακτικές	επιδιώξεις	είναι	σκόπιμο	να	χωρίζεται	σε	δύο	μέρη,	δηλαδή	σε	όλα	τα	
δυνατά	 ζεύγη	 προσθετέων	 (1+6,	 2+5,	 3+4).	 Τα	 μέρη	 στα	 οποία	 αναλύεται	
(χωρίζεται)	 ο	 αριθμός	 7	 είναι	 δύο	 μικρότεροι	 αριθμοί,	 που	 είναι	 γνώριμοι	 και	
εποπτεύσιμοι	–	καθώς	οργανώνονται	σε	οπτικές	μορφές	το	παιδί	τους	εκτιμά	ίσως	
με	 μια	 ματιά40–,	 γίνονται	 πιο	 οικείοι	 και	 πιο	 προσιτοί.	 Το	 σχετικά	 άγνωστο	
αποτελείται	από	δύο	σχετικά	γνωστά	μέρη.	Αργότερα	μπορεί	να	χωρίζεται	και	σε	
τρία	ή	περισσότερα	προσθετικά	μέρη.		

Ο	αριθμός	είναι	κατά	βάση	μια	ποικιλία	σχέσεων	ανάλυσης	και	σύνθεσης.	Το	
μοντέλο	ανάλυσης	 και	σύνθεσης	 του	αριθμού	που	προτείνουμε	προμηθεύει	μια	
ερμηνεία	για	τον	αριθμό	η	οποία	απορρέει	εν	μέρει	από	τον	ορισμό	του	Piaget	για	
τη	 λειτουργική	 έννοια	 του	 αριθμού	 και	 από	 το	 σχήμα	 μέρους-όλου	 που	
υπογραμμίζει	η	Resnick.	

Ας	πάρουμε	το	παράδειγμα	μιας	εικονιστικής	συλλογής	τεσσάρων	προβάτων.	
Τα	 παρακάτω	 σχήματα	 παριστάνουν	 τρεις	 λειτουργίες	 για	 την	 αναγνώριση	 των	
τεσσάρων	προβάτων.	

41+1+1+1 2+2

	

                                                             
40	 Η	 προσέγγιση	 της	 ανάλυσης	 από	 τα	 νήπια	 και	 τα	 παιδιά	 της	 πρώτης	 δημοτικού	 γίνεται	 με	 τη	
χρησιμοποίηση	 κατάλληλου	 εποπτικού	 υλικού	 (μικρές	 διάσπαρτες	 εικονιστικές	 συλλογές,	 διαρθρωμένη	
δεκάδα,	 πλαίσια	 δεκάδας,	 σχηματισμοί	 ζαριών,	 πινακίδες	 ανάλυσης).	 Επιπλέον	 γίνεται	 μέσα	 από	
αφηγηματικές	ιστορίες	και	κατάλληλα	εκπαιδευτικά	παιγνίδια.	
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Οι	λειτουργίες	αυτές	είναι:		

	

	

	

	

	

	

	

Τα	αντικείμενα	ή	 τα	γεγονότα	που	ο	άνθρωπος	αντιλαμβάνεται	με	 τις	αισθήσεις	
έχουν	 μεταξύ	 τους	 μικρές	 ή	 μεγάλες	 διαφορές.	 Τόσο	 στη	 φύση	 όσο	 και	 στον	
τεχνικό	πολιτισμό	δεν	υπάρχουν	απολύτως	πανομοιότυπα	αντικείμενα.	Όλα	όσα	ο	
άνθρωπος	αντιλαμβάνεται	με	όλες	τις	αισθήσεις	του	είναι	διαφορετικότητες.	Είναι	
χαρακτηριστική	η	έκφραση	του	Goethe:	«πράγματα	σημαίνει	διαφορετικότητες».	

Θα	 επιχειρήσουμε	 να	 σκιαγραφήσουμε	 περισσότερο	 αναλυτικά	 μια	
διαδικασία	οικειοποίησης	της	έννοιας	του	αριθμού	από	το	μικρό	παιδί.	Το	παιδί	
οικειοποιείται	 μια	 πληθικότητα	 όπως	 ένας	 πρωτόγονος	 βοσκός.	 Πώς	 ένας	
πρωτόγονος	 βοσκός	 ανακαλύπτει	 και	 σχηματίζει	 μια	 αντιληπτική	 πληθικότητα	
τεσσάρων	 προβάτων;	 Πώς	 στη	 συνέχεια	 συγκροτεί	 την	 έννοια	 του	 αφηρημένου	
αριθμού;	 Θα	 επιχειρήσουμε	 να	 περιγράψουμε	 μια	 πιθανή	 εκδοχή	 κατασκευής	
αυτής	της	εμπειρικής	πληθικότητας	και	του	αριθμού.				

Οι	 αντιληπτικές	 και	 νοητικές	 λειτουργίες,	 κατά	 βάση	 στο	 επίπεδο	 της	
εμπειρικής	 αφαίρεσης,	 που	 συνεργούν	 ταυτόχρονα	 είναι:	 η	 απομόνωση,	 η	
διάκριση,	η	ταύτιση,	και	η	ενοποίηση-διατήρηση.	

Α)	 Απομόνωση	 μιας	 σύνθετης	 ολότητας:	 Από	 τον	 εξωτερικό	 κόσμο	 ο	 βοσκός	
απομονώνει	 μια	 σύνθετη	 ολότητα	 που	 περιέχει	 τα	 τέσσερα	 πρόβατα	 ως	 ένα	
αδιαφοροποίητο	 όλον,	 ως	 ένα	 αντικείμενο.	 Η	 ενιαία	 ενότητα	 των	 τεσσάρων	
προβάτων	 αποσπάται	 από	 τα	 άλλα	 πρόβατα	 του	 κοπαδιού,	 ή	 τα	 άλλα	 ζώα	 που	
πιθανότατα	 μπορεί	 να	 περιέχει	 (π.χ.	 κατσίκες,	 σκυλιά	 κ.λπ.)	 ή	 ακόμα	 από	 την	
περιβάλλουσα	φύση	και	τα	ανθρώπινα	δημιουργήματα	που	εμπίπτουν	στο	άμεσο	
οπτικό	του	πεδίο.	Η	εστίαση	της	προσοχής	του	βοσκού	στη	μικρή	σύνθετη	ολότητα	
(τέσσερα	 πρόβατα)	 γίνεται	 με	 άμεση	 παρατήρηση:	 παρατηρεί	 και	 απομονώνει	
αυτά	που	θέλει	να	δει	και	να	εκτιμήσει.	

• Η	 αναγνώριση	 των	 τεσσάρων	 προβάτων	 ως	 διαφορετικών	 μονάδων	
(1+1+1+1),	(μοναδοποίηση,	σύμφωνα	με	τον	Glasersfeld,	1981).	

• Η	αναγνώριση	των	τεσσάρων	προβάτων	ως	ενός	όλου	που	αποτελείται	από	
αυτές	τις	μονάδες	(4),	(ολοποίηση,	σύμφωνα	με	τον	Glasersfeld,	1981).	

• Η	αναγνώριση	των	τεσσάρων	προβάτων	σε	δύο	μικρότερες	συλλογές	(2+2)	ή	
ακόμα	ως	(1+3)	και	ως	(3+1)	και	η	διατήρηση	της	ποικιλίας	των	αναλύσεων	
(συνδυασμός	μοναδοποίησης,	ολοποίησης).	



117	
 

Β)	 Η	 διάκριση:	 Η	 διάκριση	 των	 τεσσάρων	 προβάτων	 μεταξύ	 τους	 είναι	 μια	
δεύτερη	 λειτουργία.	 Ο	 βοσκός	 αντιλαμβάνεται	 τα	 διαφορετικά	 πρόβατα	 ως	
ξεχωριστά	 και	 μεμονωμένα.	 Χωρίζει	 τη	 σύνθετη	 ολότητα	 (4	 πρόβατα)	 που	
εμπίπτουν	 στις	 αισθήσεις	 του	 σε	 τέσσερις	 μονάδες,	 σε	 τέσσερα	 διακριτά	
αντικείμενα:	αντιλαμβάνεται	πρώτα	 το	 ένα	πρόβατο,	ύστερα	ένα	 	άλλο,	 κατόπιν	
άλλο	ένα	και	στο	τέλος	ένα	ακόμα	πρόβατο.	Μπορεί	να	αναφέρει:	«ένα	εδώ,	ένα	
εκεί,	ένα	παραπέρα	και	ένα	ακόμα	παραπέρα».	Και	αργότερα	η	διάκριση	οδηγεί	
σε	 μια	 διάταξη	 (οποιαδήποτε),	 δηλαδή	 σε	 μια	 σειρά	 όπου	 το	 ένα	 πρόβατο	
τοποθετείται	μετά	το	άλλο	(οι	έννοιες	πριν	και	μετά	έχουν	τοπολογική	και	χρονική	
σημασία).	 Στο	 τέλος	 ακολουθούν	 οι	 αριθμήσιμες	 λεκτικές	 μονάδες	 «ένα,	 δύο,	
τρία,	τέσσερα»,	οι	οποίες	συνιστούν	μόνο	μια	διαδοχή	αριθμητικών,	η	οποία	δεν	
οδηγεί	 ακόμα	 στην	 πληθικότητα	 του	 συνόλου,	 αφού	 απουσιάζει	 η	 κατανόηση	
όλων	των	ιδιοτήτων	και	των	αρχών	της	αναδρομικής	αριθμοακολουθίας.		

Γ)	Η	ταύτιση:	Η	τρίτη	λειτουργία	είναι	η	ταύτιση.	Ο	βοσκός	χρησιμοποιώντας	
τις	 πρότερες	 εμπειρίες	 του	 κατασκευάζει	 αφαιρετικά	 ένα	 πρότυπο	 πρόβατο,	
δημιουργεί	το	αντίτυπο	μιας	απλής	αντιληπτικής	μονάδας	απογυμνωμένης	από	τις	
αισθησιοκινητικές	 της	 ποιότητες	 και	 ταυτίζει	 το	 κάθε	 πρόβατο	 με	 την	
κατασκευασμένη	 απλή	 μονάδα	 (Steffe,	 1991b).	 Σύμφωνα	 με	 τον	 	 Piaget	 «ο	
αριθμός	 προκύπτει	 πρώτα	 πρώτα	 από	 μια	 αφαίρεση	 των	 διαφοροποιητικών	
ιδιοτήτων,	 πράγμα	 που	 έχει	 σαν	 αποτέλεσμα	 να	 κάνει	 κάθε	 ατομικό	 στοιχείο	
ισοδύναμο	με	καθένα	από	τα	άλλα:	1=1=1	κ.λπ.»	(Piaget	&	Inhelder,	1966).	Ύστερα	
με	νοητικούς	αναχειρισμούς	επαναλαμβάνει	διαδοχικά	τέσσερις	φορές	την	απλή	
μονάδα	 και	 δημιουργεί	 μια	 ακολουθία	 τεσσάρων	 αντιληπτικών	 στοιχείων	
(προβάτων).	 Τα	 τέσσερα	 πρόβατα	 είναι	 αντιληπτά,	 αλλά	 θεωρούνται	 ίδια,	 ενώ	
όλες	οι	άλλες	ιδιότητές	του	παραβλέπονται.	Οι	διαφορές	στο	χρώμα,	το	σχήμα,	το	
βάρος,	 το	ύψος,	 τη	 λειτουργία	 των	οργάνων	 του,	 το	μήκος	 της	 ουράς,	 το	 βάρος	
του	παραγόμενου	γάλατος	και	το	πάχος	των	μαλλιών	τους	παραλείπονται.	Όλα	τα	
πρόβατα	εξομοιώνονται	και	ταυτίζονται	με	την	πρότυπη	κατασκευασμένη	μονάδα,	
ενώ	στην	πραγματικότητα	είναι	ανόμοια,	διαφορετικά,	«μη	ταυτά».	Ο	βοσκός	στη	
νόησή	του	αφαιρεί	όλα	τα	ποιοτικά	γνωρίσματα	και	εννοεί	 τα	τέσσερα	πρόβατα	
ως	 ίδια,	 ως	 ταυτόσημα	 ή	 ως	 αλληλανταλάξιμες	 μονάδες	 (Piaget,	 1981).	 Η	
απομόνωση,	 η	 διάκριση	 και	 η	 ταύτιση	 υπηρετούν	 τη	 σύλληψη	 συνδυασμών	
μοναδοποίησης-ολοποίησης.		Η	ταυτιστική	και	εξομοιωτική	λειτουργία	της	σκέψης	
είναι	απαραίτητη	για	την	ταξινόμηση	σε	μια	συλλογή.		
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Δ)	Η	ενοποίηση-διατήρηση:	Η	τέταρτη	λειτουργία	είναι	η	ενοποίηση.	Ο	βοσκός	
συνενώνει	 σε	 	 ένα	 ενιαίο	 όλον	 τις	 τέσσερις	 μονάδες	 που	 κατασκεύασε	 από	 την	
πρότυπη	 μονάδα	 με	 ποικίλους	 τρόπους	 (ως	 1+1+1+1,	 2+2,	 ως	 3+1,	 ως	 τετράδα	
κ.λπ).	 Ήδη	 ο	 βοσκός	 στο	 πεδίο	 της	 άμεσης	 εμπειρίας	 του	 έχει	 μια	 συλλογή	
τεσσάρων	 προβάτων.	 Η	 ενοποίηση	 σε	 ομοειδείς	 συλλογές	 συνιστά	 μια	
«πρόσθεση»	που	δεν	γίνεται	απλά.	Η	σκέψη	δεν	λειτουργεί	γραμμικά	και	προς	την	
κατεύθυνση	 ότι	 είναι	 όλα	 ίδια,	 αλλά	 και	 αντίστροφα,	 ότι	 είναι	 διαφορετικά:	 τα	
πρόβατα	είναι	 ίδια	και	 ταυτόχρονα	είναι	διαφορετικά.	Θα	πρέπει	να	βρεθεί	πού	
είναι	ίδια	και	που	δεν	είναι	και	με	την	ταυτιστική	σκέψη	να	κατηγοριοποιηθούν	ως	
συλλογή	όμοιων	αντικειμένων.	Παρότι	τα	πρόβατα	είναι	ορατά	ο	συντονισμός	των	
οπτικών	εικόνων	δεν	είναι	μια	παθητική	διαδικασία,	αλλά	μια	θεμελιώδης	νοητική	
διαδικασία.	Ο	 	Piaget	διακρίνει	 τις	νοητικές	εικόνες	σε	στατικές	και	κινητικές.	Οι	
προνοητικές	 εικόνες	 έχουν	 στατικό	 χαρακτήρα,	 ενώ	 οι	 κινητικές	 εικόνες	
επιτυγχάνονται	 μετά	 τα	 7-8	 χρόνια	 χάρη	 στην	 ικανότητα	 σχηματισμού	 και	
ανασχηματισμού	προκαταβολικών	παραστάσεων	και	στηρίζονται	στην	κατανόηση	
που	προκύπτει	από	τις	νοητικές	ενέργειες	(Piaget	&	Inhelder,	1966).	

Με	αφετηρία	τη	συλλογή	των	τεσσάρων	προβάτων	ο	άνθρωπος	σχηματίζει	μια	
εμπειρική	πληθικότητα.	Η	πληθικότητα	αυτή	συνδέεται	μόνο	με	 τα	πρόβατα	και	
δεν	αποτελεί	μια	αφηρημένη	πληθικότητα.	Αρχικά	η	έννοια	του	αριθμού	είναι	μια	
ιδιότητα	των	πραγμάτων	όπως	το	σχήμα	ή	το	χρώμα	που	αρχίζει	με	την	εμπειρία.	
Αργότερα	 η	 συλλογή	 μπορεί	 να	 είναι	 παραστατική	 ή	 αφηρημένη	 και	 ο	 αριθμός	
αποτελεί	 μια	 νέα	 μονάδα.	 Στη	 συνέχεια	 με	 στοχαστική	 αφαίρεση	 οδηγείται	 στη	
διατήρηση	 του	 αριθμού	 και	 στη	 διατήρηση	 της	 ποικιλίας	 των	 αναλύσεων.	 Τα	
τέσσερα	 πρόβατα	 μπορούν	 να	 έχουν	 ένα	 πεπερασμένο	 σύνολο	 αναλύσεων.	
Μπορούν	 να	 χωριστούν	 σε	 2+2,	 σε	 3+1	 ή	 σε	 1+1+1+1.	 Οι	 αναλύσεις	 αυτές	
πλουτίζουν	 το	 νόημα	 του	 αριθμού	 και	 εμβαθύνουν	 στην	 έννοιά	 της.	 Όμως	 η	
διατήρηση	αποτελεί	μια	νοητική	λειτουργία	που	είναι	υπόθεση	του	παιδιού	ή	του	
πρωτόγονου	βοσκού.	Κατά	βάση	εδώ	εστιάζονται	οι	δυσκολίες	στην	οικειοποίηση	
της	έννοιας.	

Από	 τις	 λειτουργίες	 που	 περιγράφονται	 στις	 προηγούμενες	 εποπτικές	
παραστάσεις	 πηγάζουν	 οι	 ορισμοί	 που	 έχουν	 προταθεί	 κατά	 καιρούς	 για	 τον	
αριθμό.	 Αν	 συγκεντρώσουμε	 την	 προσοχή	 μας	 στη	 σχέση	 μέρους-όλου,	 πολύ	
σχηματικά	θα	διακρίνουμε	δύο	τάσεις:	
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Στην	πρώτη	προσέγγιση41	για	τη	σύλληψη	του	αριθμού	πρέπει	να	συνυπάρχουν	οι	
δύο	 πρώτες	 λειτουργίες	 (μεμονωμένες	 μονάδες	 και	 ολότητα).	 Ο	 Dewey	
περιγράφει	 τις	 ακόλουθες	 νοητικές	 πράξεις	 για	 την	 αναγνώριση	 τριών	
αντικειμένων.		

«Στην	 απλή	 αναγνώριση	 τριών	 αντικειμένων,	 για	 παράδειγμα,	ως	 «τρία»,	 εμπλέκονται	 οι	
ακόλουθες	νοητικές	πράξεις:	η	αναγνώριση	 των	 τριών	αντικειμένων	ως	 ξεχωριστών	και	η	
αναγνώριση	 των	 αντικειμένων	 αυτών	 ως	 ενός	 όλου.	 Δηλαδή:	 πρέπει	 να	 αναγνωριστούν	
ταυτόχρονα	τα	τρία	αντικείμενα	ως	διαφορετικές	μονάδες	και	τα	τρία	αντικείμενα	ως	μια	
ολότητα	που	αποτελείται	από	αυτές	τις	μονάδες»	42.		

Στην	 περίπτωση	 των	 μικρών	 αριθμών	 έχουμε	 την	 άμεση	 εκτίμηση,	 ενώ	 για	
μεγαλύτερους	 έχουμε	 την	 απαρίθμηση	 (η	 πληθικότητα	 είναι	 αποτέλεσμα	
μέτρησης	 με	 τη	 χρήση	 της	 μονάδας).	 Στην	 εν	 λόγω	 προσέγγιση	 του	 αριθμού	 η	
σχέση	 μέρους-όλου	 περιορίζεται	 στη	 σχέση	 μονάδας-πλήθους	 και	 δεν	
επεκτείνεται	 στη	 σχέση	μέρους-όλου	 και	 στη	 διατήρηση	 της	ποικιλίας	 όλων	 των	
αναλύσεων43.	

Στη	δεύτερη	προσέγγιση44	απαιτούνται	και	οι	τρεις	λειτουργίες	(μεμονωμένες	
μονάδες	 και	 ολότητα,	 ανάλυση	 και	 ανασύνθεση).	 Συνοπτικά	 μπορούμε	 να	
θεωρήσουμε	ότι	εκείνο	που	χαρακτηρίζει	τις	προσεγγίσεις	αυτές	είναι	η	έμφαση	
που	 αποδίδουν	 στο	 σχήμα	 μέρους-όλου.	 Ο	 αριθμός	 είναι	 κατά	 βάση	 μια	
ενδιαφέρουσα	 ποικιλία	 σχέσεων	 μέρους-όλου.	 Ειδικότερα	 στον	 σχηματισμό	 της	
έννοιας	του	αριθμού	ο	Piaget	παραγνώρισε	τη	σημασία	της	απαρίθμησης	και	της	
άμεσης	 εκτίμησης,	 τις	 οποίες	 θεώρησε	 ως	 εμπειρικές	 διαδικασίες.	 Η	 έμφαση	
δίνεται	στη	διατήρηση	των	λειτουργικών	σχέσεων	μέρους-όλου45.	

                                                             
41	Στην	πρώτη	εντάσσεται	η	άποψη	του	Ευκλείδη,	του	Dewey,	της	Gelman,	της	Fuson,	του	M.	Hughes	των	
Steffe,	Von	Glasersfeld,	Cobb,	κ.λπ.	
42Αναφέρεται	στο	Steffe,	et	al.,	σελ.	9,	1983.	Ανάλογος	είναι	και	ο	ορισμός	του	αριθμού	στον	Ευκλείδη	ως	
«εκ	μονάδων	συγκείμενον	πλήθος».	Μάλιστα	είναι	«πλήθος	εκ»	και	μάλιστα	«πλήθος	ορισμένο».	Δηλαδή	
ορισμένο	πλήθος	ορισμένων	αντικειμένων	(βλ.	Klein,	1968	-	Χριστιανίδης,	1996).		
43	Η	κονστρουκτιβιστική	ομάδα	των	Seffe	κ.ά.	διερευνά	κατά	βάση	τη	σχέση	μέρους–όλου	στο	πλαίσιο	της	
αριθμοακολουθίας.	
44Διάφοροι	 ερευνητές	 έχουν	 ενδιαφερθεί	 με	 προσεγγίσεις	 που	 σχετίζονται	 με	 την	 ανάλυση	 και	 σύνθεση	
των	 αριθμών.	 Ενδεικτικά	 αναφέρουμε	 τις	 παρακάτω	 εργασίες:	 McLellan	 &	 Dewey	 (1908/1895,	 Neuman	
(1987),	Marton	&	Neuman	(1990),	Brissiaud	(1989),	Hatano	(1982),	Fischer	(1990),	Payne	&	Huinker	(1993),	
Easley	(1983),	Μπούφη	Α.	(1995α,	1995β),	Cobb,	et	al.,	(1997).	
45	Ο	Piaget	ακολουθώντας	τον	λογικισμό	του	Russel	συμφώνησε	ότι	ο	αριθμός	είναι	μια	σύνθεση	λογικών	
τάξεων	 και	 λογικών	 σχέσεων.	 Η	 κύρια	 συνεισφορά	 του	 έγκειται	 στην	 υπογράμμιση	 της	 σημασίας	 της	
διατήρησης	 και	 της	 αντιστρεψιμότητας	 (από	 το	 όλον	 στα	 μέρη	 και	 από	 τα	 μέρη	 στο	 όλον).	 Η	
κονστρουκτιβιστική	 ομάδα	 των	 Seffe	 κ.ά.	 αποδίδοντας	 έμφαση	 στην	 αρίθμηση	 στράφηκε	 από	 τις	
αριθμήσιμες	μονάδες	στην	πληθικότητα	(από	το	μέρος	στο	όλον).		
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4.3. Η	σημασία	της	ανάλυσης	του	αριθμού	στη	σχολική	μάθηση	

Η	ικανότητα	των	μικρών	παιδιών	να	προβληματιστούν	σχετικά	με	έναν	αριθμό	ως	
αντικείμενο	 της	 σκέψης,	 να	 απομονώσουν	 τα	 συστατικά	 του	 μέρη,	 είναι	 βασική	
για	 μια	 βαθιά	 γνώση	 της	 αριθμητικής,	 καθώς	 και	 πολύ	 πρακτική	 γνώση	 που	
εφαρμόζεται	στη	λύση	μαθηματικών	προβλημάτων.	

Η	Resnick	σε	διάφορες	εργασίες	της	(Resnick	&	Ford,	1981	-	Resnick	&	Omanson,	
1981-	Resnick,	1983	-	Resnick,	1989	-	Resnick,	1992	-	Resnick	κ.	ά,	1991	-	Resnick	
κ.	 ά,	 1992)	 συγκέντρωσε	 τα	 αποτελέσματα	 από	 διαφορετικές	 μελέτες	 της	
ψυχολογίας	 της	 μαθηματικής	 εκπαίδευσης	 με	 σκοπό	 να	 δημιουργήσει	 μια	
συνεκτική	 θεωρία	 βασισμένη	 σε	 αυτά	 που	 ήδη	 είχαν	 αποδειχθεί.	 Μια	 από	 τις	
αναλύσεις	 της	 Resnick	 είναι	 η	 «νοερή	 αριθμογραμμή».	 (Resnick,	 1983,	 σσ.	 110-
111)	

1       2       3       4       5       6       7       8       9
επόμενος επόμενος επόμενος επόμενος επόμενος επόμενος επόμενος επόμενος

	
	

Η	 νοερή	 αριθμογραμμή	 έχει	 διπλό	 έργο:	 από	 τη	 μια	 χρησιμοποιείται	 για	 την	
εγκαθίδρυση	 ποσοτικών	 σχέσεων	 με	 τις	 δραστηριότητες	 της	 απαρίθμησης,	
αφετέρου	για	 την	άμεση	σύγκριση	ποσοτήτων.	Αναφέρει	ορισμένα	ευρήματα	 τα	
οποία	 έχουν	 δείξει	 ότι	 ήδη	 σε	 ένα	 πρώιμο	 στάδιο	 των	 παιδικών	 εμπειριών	 οι	
αριθμοί	 αντιπροσωπεύουν	 θέσεις	 στην	 αριθμοακολουθία	 (Skoumpourdi,	 2010	-	
Κωτσαλίδου	&	Κόσυβας,	2004	-	Κόσυβας,	2009).	

Επιπλέον,	 θα	 πρέπει	 να	 υπογραμμιστεί	 ότι	 οι	 θέσεις	 στην	 αριθμογραμμή	
αισθητοποιούνται	και	δείχνουν	την	έννοια	της	διαδοχής	και	της	αναδρομικότητας.	
Ο	αναδρομικός	συλλογισμός	έχει	τη	μορφή:		

«από	το	βήμα	ν	στο	ν+1»	

Στην	 αναδρομική	 αριθμοακολουθία	 των	 φυσικών	 αριθμών	 κάθε	 αριθμός	
γενικεύεται	 και	 προκύπτει	 με	 την	 πρόσθεση	 μιας	 μονάδας	 στον	 προηγούμενο.	
Έχουμε	ένα	μοτίβο	ή	μια	αριθμητική	πρόοδο	με	αναδρομικό	τύπο	αν+1=	αν+1	και	
γενικό	 τύπο	 αν=ν.	 Η	 αναδρομικότητα	 χαρακτηρίζει	 το	 σύνολο	 των	 φυσικών	
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αριθμών	ως	απειροσύνολο,	και	σε	αυτήν	βασίζεται	η	συμβολική	παράσταση	των	
αριθμών	σε	σύστημα	αρίθμησης.	Σύμφωνα	με	ορισμένα	ευρήματα,	μαθητές	που	
κατανούν	την	πληθικότητα,	κατανοούν	επίσης	τη	θεμελιώδη	έννοια	της	αρχής	της	
αναδρομικότητας	(Sarnecka	&	Carey,	2008).	

Ένα	 από	 τα	 σχήματα	 που	 έχει	 ενδιαφέρον	 για	 τη	 μελέτη	 της	 αριθμητικής	
κατανόησης	 των	 παιδιών,	 στις	 πρώτες	 βαθμίδες	 του	 σχολείου,	 είναι	 το	 σχήμα	
μέρους-όλου.	 Οι	 Payne	 και	 Rathmell	 (1975)	 πρότειναν	 πρώτοι	 τη	 χρήση	 των	
λέξεων	 “όλον”	 και	 “μέρη”,	 για	 να	 δώσουν	 έμφαση	 σ’	 αυτή	 τη	 σημαντική	 σχέση	
χωρισμού.	Η	ικανότητα	στοχασμού	πάνω	σε	έναν	αριθμό	με	την	απομόνωση	των	
συνθετικών	 μερών	 του	 έχει	 προεξάρχουσα	 σημασία	 τόσο	 στη	 βαθύτερη	
κατανόηση	 των	 αριθμητικών	 γνώσεων	 όσο	 και	 στην	 επίλυση	 μαθηματικών	
προβλημάτων.	 Η	 γνώση	 μέρους-όλου	 διαδραματίζει	 θεμελιώδη	 ρόλο	 στην	
κατανόηση	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού	 και	 γενικότερα	 των	 ποσοτικών	 σχέσεων.	 Η	
Resnick	υπογραμμίζει:	

	

	

	

	

	

	
	

Εκτός	 από	 την	 Resnick,	 πολλοί	 άλλοι	 ερευνητές	 (Wohlwill,	 1968	 -	 Markman	 &	
Siebert,	1976-	Trabasso	et	al.,	1978	-	McGarrigle	et	al.,	1978	-	Fuson	et	al.,	1988	-	
Sophian	&	McCorgray,	 1994	-	 Irwin,	 1996	-	 Hunting,	 2003)	 ασχολήθηκαν	 με	 τη	
μελέτη	του	σχήματος	μέρους-όλου.		

Ένα	όλον	χωρίζεται	σε	δύο	μέρη:		

( ) ( )1 2Ο	(όλον) =Μ μέρος	1ο +Μ μέρος	2ο 	

Το	σχήμα	μέρους-όλου	προδιαγράφει	τις	σχέσεις	ανάμεσα	σε	τρεις	αριθμούς.	Για	
παράδειγμα	στην	τριάδα	2-5-7,	το	7	είναι	πάντοτε	το	όλον	ενώ	το	5	και		το	2	είναι	
πάντοτε	τα	μέρη.	Το	5	και	το	2	μαζί	ικανοποιούν	την	υποχρεωτική	ισοδυναμία	για	
το	 όλον:	 5	 και	 2	 είναι	 ίσο	 με	 7.	Οι	 σχέσεις	 ανάμεσα	 στο	 2,	 το	 5	 και	 το	 7	 έχουν	
συνοχή,	εάν	το	πρόβλημα	δίνεται	στις	ακόλουθες	μορφές:	5+2=	;,	7−5=	;,	7−2=	;,	

Ίσως	το	μεγαλύτερο	εννοιολογικό	επίτευγμα	των	πρώτων	σχολικών	χρόνων	είναι	
η	ερμηνεία	των	αριθμών	με	βάση	τις	σχέσεις	μέρους	προς	όλο.	Με	τη	χρήση	του	
σχήματος	μέρους-όλου	σε	μια	ποσότητα,	 τα	παιδιά	μπορούν	 να	σκεφτούν	 τους	
αριθμούς	 ως	 συνθέσεις	 άλλων	 αριθμών.	 Ο	 εν	 λόγω	 εμπλουτισμός	 της	
κατανόησης	 του	 αριθμού	 ανοίγει	 δυνατότητες	 σε	 στρατηγικές	 λύσης	 και	
ερμηνείας	μαθηματικών	προβλημάτων	που	δεν	είναι	διαθέσιμες	στα	μικρότερα	
παιδιά	(Resnick,	1983,	σσ.	114-115).	
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2+;=7,	ή		;+5=7.	Η	καθεμιά	από	αυτές	τις	αριθμητικές	προτάσεις	που	παριστάνουν	
τις	 σχέσεις	 ανάμεσα	 στην	 τριάδα	 2,	 5,	 7	 έχει	 μία	 ή	 περισσότερες	 αντίστοιχες	
εκφράσεις	σε	σχέσεις	 του	πραγματικού	κόσμου	ή	σε	προβλήματα	με	 ιστορίες.	Η	
Resnick	(1983)	υποστήριξε	ότι,	ένα	παιδί	για	να	ασχοληθεί	με	πολλές	αριθμητικές	
καταστάσεις,	 συμπεριλαμβανόμενων	 απλών	 προβλημάτων	 πρόσθεσης	 και	
αφαίρεσης	που	απαιτούν	αυθόρμητη	απαρίθμηση,	 είναι	αναγκαίο	 να	 ερμηνεύει	
τους	αριθμούς	με	όρους	σχέσεων	μέρους	προς	όλον.	

Επιπλέον,	η	Resnick	 (1983)	υπογράμμισε	ότι	μια	αρχική	μορφή	του	συλλογισμού	
μέρους-όλου	εμφανίζεται	στις	πρόωρες	απαριθμήσεις,	καθώς	τα	παιδιά	έχουν	την	
ικανότητα	 να	 διατηρούν	 τα	 δύο	 μέρη	 μιας	 συλλογής	 αντικειμένων:	 τα	 στοιχεία	
που	 έχουν	 ήδη	 απαριθμηθεί	 και	 τα	 στοιχεία	 που	 πρόκειται	 να	 απαριθμηθούν.	
Σύμφωνα	 με	 τη	 Resnick	 (1983)	 η	 αναπτυσσόμενη	 ικανότητα	 απαρίθμησης,	
επιτρέπει	 στα	 παιδιά	 να	 επεξεργάζονται	 το	 βασικό	 σχήμα	 μέρους-όλου	 στο	
πλαίσιο	ενός	ποσοτικού	σχήματος	μέρους-όλου.		

Κατά	τον	προσδιορισμό	ενός	σχήματος	μέρους-όλου	και	τη	σύλληψη	των	αριθμών	
ως	 συνθέσεις	 άλλων	 αριθμών,	 η	 Resnick	 αναγνώρισε	 τον	 ορισμό	 του	 Piaget	
(1941/1965)	 για	 την	 έννοια	 του	 αριθμού	 στο	 επίπεδο	 λειτουργικών	 δομών	
(operational	 structures)	 που	 περιλαμβάνουν	 προσθετικές	 συνθέσεις.	 Ο	 Piaget	
αφιέρωσε	 ένα	 κεφάλαιο	 στην	 προσθετική	ανάλυση	 του	αριθμού	 σε	 μικότερους.	
Υπάρχουν	 αντιφατικές	 απόψεις	 σχετικά	 με	 τον	 τρόπο	 εμφάνισης	 ενός	 πρώιμου	
σχήματος	 μέρους-όλου.	 Η	 δυσκολία	 αποδίδεται	 στην	 απόκτηση	 της	 διατήρησης	
της	 ποσότητας,	 ιδιαίτερα	 όταν	 τα	 μέρη	 στα	 οποία	 διασπάται	 ένας	 αριθμός	
διαφέρουν	πολύ.	Σύμφωνα	με	τη	θεωρία	του	Piaget	ένα	αξιόπιστο	σχήμα	μέρους-
όλου	δεν	μπορεί	να	παρατηρείται	πριν	από	την	ηλικία	των	7	ή	8	χρονών.	Πριν	από	
αυτή	την	ηλικία	τα	παιδιά	δεν	κατέχουν	τα	προβλήματα	του	εγκλεισμού	τάξεων.	Η	
εξήγηση	 της	 Resnick	 είναι	 ότι	 τα	 παιδιά	 εφαρμόζουν	πρώτα	 ένα	πιο	 πρωτόγονο	
σχήμα	μέρους-όλου,	 το	οποίο	προοδευτικά	θα	αναπτυχθεί	σε	καταστάσεις	όπου	
τα	 παιδιά	 χρησιμοποιούν	 την	 απαρίθμηση	 (Resnick,	 1983).	 Στις	 αναλύσεις	
υπέδειξε	ότι	οι	διαδικαστικές	 ικανότητες,	 επινοημένες	σε	 καταστάσεις	όπου	στα	
παιδιά	 είχαν	 δοθεί	 απλά	 μαθηματικά	 προβλήματα	 για	 λύση,	 είναι	 συχνά	 ένα	
προαπαιτούμενο	για	την	κατανόηση.		

Ο	Piaget	(1941/1965)	υποστήριξε	ότι	τα	θεμέλια	για	την	ανάπτυξη	της	κατανόησης	
από	 το	 παιδί	 τόσο	 της	 λογικής	 ταξινόμησης	 όσο	 και	 του	 αριθμού	 είναι	 μια	
προσθετική	 διεργασία	 (additive	 operation),	 σύμφωνα	 με	 την	 οποία	 δύο	 μέρη	
συνδυάζονται	για	να	σχηματίσουν	ένα	όλον,	και	το	όλον	χωρίζεται	σε	δύο	μέρη.	Η	
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λογική	 του	 εγκλεισμού	 τάξεων	 (class	 inclusion),	 και	 η	 γνώση	 του	 αριθμού	 ως	
σειροθετημένη	τάξη	(για	παράδειγμα,	το	3	περιέχει	το	2,	αλλά	το	2	δεν	περιέχει	το	
3),	 περιλαμβάνει	 διεργασίες	 μέρους-όλου.	 Κατέληξε	 στο	 συμπέρασμα	 ότι	 στην	
περίπτωση	 μικρών	 συνόλων	 με	 ένα	 έως	 πέντε	 αντικείμενα	 –	 τα	 οποία	
παραπέμπουν	σε	διαισθητικούς	αριθμούς	–	η	 ικανότητα	ταυτόχρονης	αντίληψης	
του	 όλου	 και	 των	 μερών	 του	 ήταν	 ήδη	 παρούσα	 στα	 παιδιά	 που	 μελέτησε	 (τα	
περισσότερα	 ήταν	 5	 ετών	 ή	 μεγαλύτερα).	 Μεταγενέστερες	 έρευνες	 πάνω	 στα	
πειράματα	 εγκλεισμού	 τάξεων,	 (για	 παράδειγμα,	Markman,	 1973	-	Markman	&	
Siebert,	1976	-	McGarrigle	et	al.,	 1978	-	 Trabasso	et	al.,	 1978	-	Wohlwill,	 1968)	
πρότειναν	ότι	τα	μικρά	παιδιά	είναι	σε	θέση	να	συντονίζουν	το	μέρος	και	το	όλον	
νωρίτερα	από	ό,τι	ισχυριζόταν	ο	Piaget,	όταν	ληφθεί	μέριμνα	για	ποικίλες	πτυχές	
εκτέλεσης	των	πειραμάτων.	

Οι	Carpenter	και	Moser	στη	μελέτη	του	1982	ήδη	υπενθύμισαν	την	υπόθεση	
ότι	τα	παιδιά	δεν	χρησιμοποιούν	ένα	πλήρως	εφαρμοσμένο	σχήμα	μέρους-όλου,	
τουλάχιστον	 όταν	 λύνουν	 λεκτικά	 προβλήματα.	 Αυτοί	 παρατήρησαν	 ότι	 150	
παιδιά	 κατά	 την	 είσοδό	 τους	 στο	 σχολείο	 έλυσαν	 διάφορα	 είδη	 λεκτικών	
προβλημάτων.	Με	τα	δεδομένα	που	συνέλεξαν	απέδειξαν	ότι	τα	παιδιά	εστιάζουν	
την	 προσοχή	 στη	 δομή	 του	 παρουσιαζόμενου	 προβλήματος	 παρά	 επιθυμούν	 να	
επιλέξουν	 τις	 πιο	 αποτελεσματικές	 διαδικασίες.	 Τα	 παιδιά	 χρησιμοποίησαν	
προσθετικές	στρατηγικές	για	προβλήματα	πρόσθεσης	και	αφαιρετικές	στρατηγικές	
για	προβλήματα	αφαίρεσης.	Φαίνεται	λοιπόν	ότι	χρησιμοποιούν	ένα	τουλάχιστον	
μερικώς	ανεπτυγμένο	σχήμα	μέρους-όλου.	Όμως	η	πλήρης	χρήση	ενός	σχήματος	
μέρους-όλου,	 όπου	 εμπλέκεται	 η	 πλέον	 αποτελεσματική	 στρατηγική,	 δεν	
φαινόταν	 να	 διέπει	 τις	 ενέργειες	 αυτών	 των	 παιδιών.	 Οι	 Carpenter	 και	 Moser	
λοιπόν	αμφισβήτησαν	την	υπόθεση	ότι	τα	πιο	μεγαλύτερα	παιδιά	χρησιμοποιούν	
πιο	 αποτελεσματικές	 στρατηγικές,	 η	 οποία	 θα	 ήταν	 μια	 λογική	 συνέπεια	 του	
σχήματος	μέρους-όλου.	

Το	προοδευτικά	όλο	και	πιο	λειτουργικό	σχήμα	μέρους-όλου,	υποτέθηκε	από	
την	 Resnick	 επιτρέπει	 στα	 παιδιά	 να	 ερμηνεύσουν	 αριθμούς	 ως	 θέσεις	 και	
ταυτόχρονα	ως	συνθέσεις	άλλων	αριθμών.	Αυτή	η	ταυτόχρονη	ερμηνεία	τακτικών	
και	 απόλυτων	 γνωρισμάτων	 του	 αριθμού	 είναι	 αναγκαία	 για	 τη	 δυνατότητα	 να	
επινοήσουν	 τις	 περισσότερο	 αποτελεσματικές	 στρατηγικές.	 Η	 ίδια	 παραλληλία	
ενυπάρχει	και	στην	πιαζετική	ερμηνεία	του	αριθμού.	

….αυτή	 η	 ανάλυση	 βλέπει	 σε	 δύο	 εμφάσεις	 στην	 πιαζετική	 άποψη:	 α)	 μια	 έμφαση	 στις	
σχέσεις	μέρους-όλου	(τάξη	εγκλεισμού	για	τον	Piaget)	ως	ένα	καθοριστικό	χαρακτηριστικό	
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της	 αριθμητικής	 κατανόησης	 και	 β)	 η	 πρόταση	 ότι	 τακτικές	 (απαρίθμηση)	 και	 απόλυτες	
(τάξεις	 εγκλεισμού	 του	 μέρους	 όλου)	 σχέσεις	 πρέπει	 να	 συνδυάζονται	 στην	 πορεία	
κατανόησης	της	έννοιας	του	αριθμού.	(Resnick,	1983,	σ.	147)	

Όμως	η	Resnick	 τονίζει	 ότι	 σε	αυτή	 την	ανάλυση	οδηγήθηκε	ανεξάρτητα	από	 τη	
εργασία	 του	Piaget,	 την	οποία	δεν	 είχε	πρόθεση	ούτε	 να	αμφισβητήσει	 ούτε	 να	
υποστηρίξει.	 Υπογραμμίζει	 ότι	 ο	 Piaget	 δημιούργησε	 μια	 θεωρία	 μεγάλων	
σταδίων.	Αυτός	υπέθεσε	μια	νοητική	δομή,	την	οποία	επεχείρησε	να	διευκρινίσει	
μέσω	ειδικών	δοκιμασιών	στις	οποίες	υπέβαλλε	τα	παιδιά	για	να	διαπιστώσει	την	
απουσία	 ή	 την	 παρουσία	 αυτής	 της	 δομής.	 Η	 Resnick	 χαρακτηρίζει	 τη	 δική	 της	
θεωρία	 ως	 θεωρία	 των	 μικρών	 σταδίων,	 η	 οποία	 προσδιορίζει	 πολλές	 μικρές	
αλλαγές	 στην	 κατανόηση	 του	 αριθμού.	 Ο	 δικός	 της	 τρόπος	 κατασκευής	 μιας	
θεωρίας	 κατανόησης	 περιλαμβάνει	 ερωτήσεις	 του	 είδους	 που	 τίθενται	 στο	
σχολείο.	 Η	 θεωρία	 της	 χτίζεται	 πάνω	 στην	 ανάλυση	 των	 διαδικασιών	 που	
χρησιμοποιούνται	 από	 τα	 παιδιά,	 που	 έλυσαν	 προβλήματα	 τα	 οποία	 συνήθως	
υπάρχουν	 στα	 εγχειρίδια.	 Ο	 Piaget	 με	 άλλα	 λόγια	 αναγνώρισε	 μόνο	 μεγάλα	
στάδια,	 π.χ.	 το	 προλειτουργικό	 και	 το	 στάδιο	 των	 συγκεκριμένων	 λειτουργικών	
πράξεων.	 Η	 χρήση	 της	 θεωρίας	 απαιτεί	 τη	 γνώση	 των	 μικρών	 αλλαγών	 που	
συντελούνται	στα	διαδοχικά	στάδια	μάθησης		και	ανάπτυξης.		

Η	Resnick	υπογραμμίζει	ότι	πρέπει	να	ξέρουμε	πώς	θα	διδάξουμε	περισσότερο	
αποτελεσματικές	στρατηγικές.	Όμως	αυτό	φαίνεται	ότι	 είναι	δύσκολο,	αφού	δεν	
υπάρχει	 μια	 πλήρης	 θεωρία	 για	 τη	 σύνδεση	 της	 απαρίθμησης	 με	 τις	 άλλες	
αριθμητικές	διαδικασίες	και	σχέσεις.	Έτσι	δεν	είναι	αρκετό	να	γνωρίζουμε	ότι	ένα	
σχήμα	μέρους-όλου	 κατασκευάστηκε.	Πρέπει	 να	 βρούμε	πώς	αυτό	σχηματίζεται	
και	γιατί	αυτό	μερικές	φορές	δεν	δημιουργείται,	και	αν	μπορούμε	να	βοηθήσουμε	
όλους	 τους	 μαθητές	 να	 επινοήσουν	 αποτελεσματικές	 και	 εφαρμόσιμες	
στρατηγικές	απαρίθμησης.	

Οι	 σχέσεις	 μέρους-όλου	 συνδέονται	 με	 την	 κατανόηση	 από	 τα	 παιδιά	 της	
αντιστάθμισης	(compensation)	και	της	συμμεταβολής	(covariance)	(Irwin,	1996).	Η	
Resnick	 (1982)	 υποστήριξε	 ότι	 η	 πρωτοποσοτική	 κατανόηση	 της	 αντιστάθμισης	
μπορεί	να	παρασταθεί	με	τον	ακόλουθο	τρόπο:	

( ) ( )1 2 1 2Αν		Μ +Μ =Ο,	τότε		 Μ - x + Μ +x =Ο 	

Όταν	 η	 έμφαση	 δίνεται	 στην	 ανάλυση	 ενός	 φυσικού	 αριθμού	 σε	 δύο	 άλλους	 η	
προηγούμενη	μαθηματική	συνεπαγωγή	λαμβάνει	τη	μορφή	(Κόσυβας,	2012):		
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( ) ( )1 2 1 2Αν		Ο=Μ +Μ ,	τότε		Ο= Μ -x + Μ +x
	

Ο	αριθμός	είναι	κατά	βάση	μια	ποικιλία	ανάλυσής	του	σε	μικρότερους	αριθμούς	
και	 ανασύστασής	 του	 από	 αυτούς.	 Από	 μια	 αρχική	 ανάλυση	 ενός	 αριθμού	
παράγονται	 και	 άλλες	 αναλύσεις.	 Έτσι	 από	 την	 ανάλυση	 7=6+1	 προκύπτουν	
ενδεικτικά	οι	ακόλουθες	αναλύσεις:	

( ) ( )7 = 6 -1 + 1+1 = 5+2						 ( ) ( )7 = 6 -2 + 1+2 = 4+3 				
( ) ( )7 = 6 -6 + 1+6 = 0+7	

Στο	επίπεδο	του	νηπιαγωγείου	και	των	πρώτων	τάξεων	του	δημοτικού	σχολείου	η	
ανάλυση	 και	 ανασύνθεση	 δίνει	 ώθηση	 στη	 φαντασία,	 παρέχει	 τη	 βάση	 για	 μια	
ευρεία	 ποικιλία	 του	 αριθμού,	 υποκινεί	 τη	 διαρκή	 διερεύνηση,	 την	 επινόηση	
εναλλακτικών	 ιδεών	 και	 ευέλικτων	 στρατηγικών,	 τη	 δημιουργική	 μαθηματική	
έκφραση	των	παιδιών.	

Τέσσερις	είναι	οι	κύριοι	λόγοι	που	θεμελιώνουν	τη	σημασία	της	ανάλυσης	των	
αριθμών	 στη	 διάρθρωση	 και	 εξέλιξη	 των	 αριθμητικών	 γνώσεων	 των	 παιδιών:	 η	
ανοιχτή	 προσέγγιση,	 η	 διευκόλυνση	 ευέλικτων	 στρατηγικών	 υπολογισμού,	 η	
προετοιμασία	της	αξίας	θέσης	και	η	επίλυση	προβλημάτων.	

Ανοιχτή	και	πολλαπλή	προσέγγιση	του	αριθμού:	Οι	μαθηματικές	ανακαλύψεις	
έγιναν	 με	 μεικτές	 αναλυτικοσυνθετικές	 διαδικασίες.	 Όμως	 στην	 επαφή	 και	
εξοικείωση	 των	 νηπίων	 με	 τους	 αριθμούς	 τις	 περισσότερες	 φορές	 δεν	
ενδιαφέρουν	αυτές	οι	ανοιχτές	διαδικασίες	ή	οι	πολλαπλές	προσεγγίσεις,	αλλά	το	
τελικό	δημιούργημα.		

Κατά	τη	διδασκαλία,	τόσο	η	απαρίθμηση	μιας	συλλογής	αντικειμένων	όσο	και	
ο	 υπολογισμός	 με	 άμεση	 ανάκληση	 στη	 μνήμη	 είναι	 συνθετικές	 διαδικασίες.	 Ο	
τονισμός	 του	 προσδιορισμού	 της	 πληθικότητας	 (απόλυτος	 αριθμός)	 ως	
αποτέλεσμα	 απαρίθμησης	 είναι	 μια	 συνθετική	 διαδικασία,	 μια	 διαδικασία	
σύνθεσης	των	μονάδων	ή	ένα	είδος	«συνόψισης»	της	απαρίθμησης.	Επίσης	κατά	
τον	 υπολογισμό	 ενός	 αθροίσματος	 δίνονται	 οι	 δύο	 προσθετέοι	 και	 η	 έμφαση	
βρίσκεται	στην	εύρεση	του	αποτελέσματος,	το	οποίο	πάλι	είναι	προϊόν	σύνθεσης.		

Όμως	 τόσο	 ο	 προσδιορισμός	 της	 πληθικότητας	 όσο	 και	 ο	 υπολογισμός	 ενός	
αθροίσματος	 διευκολύνονται	 με	 τη	 χρήση	 αναλυτικών	 διαδικασιών.	 Για	 τη	
δραστηριότητα	της	απαρίθμησης	είναι	απαραίτητος	ο	χωρισμός	μιας	συλλογής	σε	
μονάδες.	Αν	δύο	ή	τρία	αντικείμενα	είναι	κολλημένα	ή	είναι	δυσδιάκριτα,	πρέπει	
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πρώτα	 να	 χωριστούν	 και	 να	 θεωρηθούν	 ως	 ταυτόσημα	 για	 να	 ακολουθήσει	 η	
απαρίθμηση,	εκτός	αν	η	απαρίθμηση	γίνει	κατά	δυάδες	ή	τριάδες.	Ο	υπολογισμός	
του	 αθροίσματος	 μπορεί	 να	 διευκολυνθεί	 με	 κατάλληλες	 αναλύσεις	 και	
ανασυνθέσεις.	Το	εν	λόγω	άθροισμα	μπορεί	να	προκύπτει	από	την	επίλυση	ενός	
προβλήματος.	

Συχνά	 τα	 παιδιά	 του	 νηπιαγωγείου,	 όπως	 και	 τα	 μεγαλύτερα	 παιδιά,	
καλούνται	 να	 λύσουν	 προβλήματα	 πρόσθεσης	 και	 αφαίρεσης.	 Τέτοια	 είναι	 τα	
παρακάτω	προβλήματα:	

Στο	 διάλειμμα	 3	 παιδιά	 καθάρισαν	 τον	 σχολικό	 κήπο	 και	 4	 παιδιά	 πότισαν	 τα	 φυτά	 που	
ήταν	 φυτεμένα	 στον	 κήπο.	 Πόσα	 παιδιά	 ασχολήθηκαν	 με	 τις	 εργασίες	 του	 κήπου;	
(συνένωση)	

Στο	διάλειμμα	7	παιδιά	ασχολήθηκαν	με	τις	εργασίες	του	κήπου.	Τα	3	καθάρισαν	τον	κήπο	
και	τα	άλλα	πότισαν	τα	φυτά.	Πόσα	παιδιά	πότισαν	τα	φυτά;	(διαχωρισμός)	

Σε	προβλήματα	με	την	παραπάνω	διατύπωση	η	διδακτική	προσέγγιση	συχνά	είναι	
κλειστή	 και	 μονοδιάστατη:	 3+4=7	 ή	 7-3=4.	 Δίνονται	 οι	 δύο	 όροι	 και	 ζητείται	 το	
αποτέλεσμα,	δηλαδή	το	άθροισμα	ή	η	διαφορά.	Αυτά	είναι	προβλήματα	σύνθεσης	
(νόμοι	 σύνθεσης,	 όπου	σε	δύο	όρους	αντιστοιχίζεται	 μονοσήμαντα	 ένας	 τρίτος).	
Τα	παιδιά	καλούνται	να	απομνημονεύουν	τα	αποτελέσματα	και	να	τα	ανακαλούν	
στη	μνήμη.	

Όμως	 προτού	 εισαχθούν	 τα	 παιδιά	 στην	 πρόσθεση	 ή	 την	 αφαίρεση	 θα	
μπορούσαν	 να	 ασχοληθούν	 με	 ανοιχτά	 προβλήματα	 (Kosyvas,	 2010	 -	 Kosyvas,	
2013b).	Να	ένα	ανάλογο	πρόβλημα,	το	οποίο	είναι	πιο	κοντά	στον	τρόπο	σκέψης	
των	παιδιών:		

Στο	 διάλειμμα	 7	 παιδιά	 πρόκειται	 να	 ασχοληθούν	 με	 το	 πότισμα	 και	 το	 καθάρισμα	 του	
κήπου.	Πώς	φαντάζεστε	ότι	χωρίστηκαν	τα	παιδιά	στις	δύο	εργασίες;	(ανάλυση)	46	

Στο	εν	λόγω	πρόβλημα	η	προσέγγιση	είναι	ανοιχτή,	πολλαπλή	και	αντίστροφη	από	
τη	 συνήθη.	 Τα	 παιδιά	 διερευνούν	 το	 πρόβλημα	 και	 δοκιμάζουν	 ποικίλες	
διαδικασίες:	 στρατηγικές	 πρόσθεσης,	 αφαίρεσης,	 ελλείποντος	 προσθετέου,	
σχήματα	 διαδοχικών	 αυξομειώσεων	 ή	 αντισταθμίσεων.	 Τα	 παιδιά	 μπορούν	 να	
προσεγγίσουν	όλες	τις	αναλύσεις	ή	λιγότερες.	Μπορούν	ακόμα	να	τις	οργανώσουν	

                                                             
46	 Ένα	 ανάλογο	 επεισόδιο	 πάνω	 στην	 ανάλυση	 του	 αριθμού	 είναι	 το	 εξής:	 	 «Υπάρχουν	 δύο	 δέντρα	 (ένα	
μικρό	και	ένα	μεγάλο)	και	5	πιθηκάκια.	Εάν	όλα	τα	πιθηκάκια	θέλουν	να	παίξουν	πάνω	στα	δύο	δέντρα,	
σκεφτείτε	 τρόπους	με	 τους	οποίους	μπορούμε	να	δούμε	 τα	πέντε	πιθηκάκια	πάνω	στα	δύο	δέντρα»	 (βλ.	
Cobb	et	al.,	1997).	
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σε	πίνακες.	Στο	επίπεδο	του	νηπιαγωγείου	η	δραματοποίηση	και	η	εποπτεία	είναι	
απαραίτητες.		

Βέβαια	 διαδικασίες	 ανάλυσης	 και	 ανασύνθεσης	 δεν	 αποκλείονται	 από	 ένα	
πρόβλημα	 πρόσθεσης	 ή	 αφαίρεσης	 όπως	 τα	 παραπάνω.	 Όμως	 ένα	 ανοιχτό	
πρόβλημα	ανάλυσης	είναι	περισσότερο	γόνιμο	και	από	τη	φύση	του	απαιτούνται	
αναλύσεις	 και	 ανασυνθέσεις	 του	 αριθμού.	 Το	 παιδί	 πειραματίζεται	 και	 βρίσκει	
ποικίλους	τρόπους	χωρισμού	του	αριθμού	7.	Από	την	πρώτη	τάξη	του	δημοτικού	
σχολείου	 τα	 παιδιά	 θα	 μπορούσαν	 να	 αρχίζουν	 να	 χρησιμοποιούν	 και	 να	
ερμηνεύουν	 ισότητες	 που	 παριστάνουν	 αναλύσεις:	 7=4+3,	 7=5+2	 κ.λπ.	 Η	 γνώση	
της	 ανάλυσης	 των	 αριθμών	 μπορεί	 στη	 συνέχεια	 να	 χρησιμοποιηθεί	 στην	
πρόσθεση	 και	 την	 αφαίρεση.	 Ωστόσο	 σύμφωνα	 με	 τον	 Bauersfeld	 δεν	 υπάρχει	
εύκολος	τρόπος	για	την	πρόωρη	εισαγωγή	συμβολικών	εκφράσεων	με	αριθμούς.	
Αναφέρει	 χαρακτηριστικά:	 «Με	 άλλα	 λόγια	 αρχίζοντας	 με	 την	 συμβολική	
παράσταση	 6=2+4,	 και	 εισάγοντας	 αργότερα	 την	 άλλη	 παράσταση	 2+4=6,	
οδηγούμε	πολλά	παιδιά	να	συνηθίσουν	να	γράφουν	“2=4+6”»		(Bauersfeld,	1995,	
σσ.	 149-150).	 Στο	 νηπιαγωγείο	 μπορούμε	 να	 θέτουμε	 καταστάσεις	
προβληματισμού	 χωρίς	 να	 είναι	 απαραίτητη	 την	 εισαγωγή	 ισοτήτων	 όπως	 οι	
παραπάνω.		

Αν	η	σύνθεση	δεν	συνδυαστεί	με	την	ανάλυση,	είναι	μια	κλειστή	διαδικασία.	
Όμως	 η	 ανάλυση	 ενός	 αριθμού	 οδηγεί	 σε	 ποικίλα	 ζεύγη	 προσθετέων	 και	 αυτό	
συνιστά	μια	ενδιαφέρουσα	ανακάλυψη	για	το	παιδί.	Για	το	παιδί	είναι	ένα	ανοιχτό	
πρόβλημα	 με	 πολλές	 δυνατές	 απαντήσεις.	 Υποβάλλει	 νωρίς	 την	 ιδέα	 ότι	 κάθε	
μαθηματικό	ερώτημα	ή	πρόβλημα	δεν	έχει	μία	μόνο	λύση	 (Tsamir	et	al.,	2010	-		
Kosyvas,	2013a).		

Η	 πολλαπλή	 και	 ανοιχτή	 προσέγγιση	 είναι	 ένα	 παιδαγωγικό	 ζητούμενο.	 Τα	
ανοιχτά	 προβλήματα	 διευκολύνουν	 πολλαπλές	 προσεγγίσεις,	 όπως	 πολλά	
διαφορετικά	 αποτελέσματα,	 διαφορετικές	 ερμηνείες	 της	 εκφώνησης,	 πολλαπλές	
μέθοδοι	λύσης	ή	διαφορετικές	απαντήσεις.	Στα	ανοιχτά	προβλήματα	μπορούν	να	
εφευρεθούν	 και	 να	 αναδειχθούν	 διαφορετικές	 στρατηγικές.	 Ο	 βασικός	 στόχος	
είναι	 η	 ενεργητική	 ανακάλυψη	 από	 τα	 παιδιά	 ποικιλίας	 διαφορετικών	
στρατηγικών,	 οι	 οποίες	 αντλούνται	 από	 τα	 βιώματα	 του	 πολιτισμού	 ή	 είναι	
αποτέλεσμα	διδακτικής	παρέμβασης.		

Οι	 μικροί	 μαθητές,	 αν	 τους	 ζητήσουμε	 να	 απομνημονεύσουν	 μηχανικά	 την	
τυποποιημένη	 λύση	 μιας	 άσκησης,	 θα	 το	 κάνουν.	 Αν	 τους	 ζητήσουμε	 να	 μάς	
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μιμηθούν	 και	 να	 παρουσιάσουν	 μια	 λύση	 με	 τον	 ίδιο	 τρόπο,	 να	 λειτουργήσουν	
δηλαδή	παθητικά	σύμφωνα	με	το	«διδακτικό	συμβόλαιο»,	πάλι	θα	το	κάνουν.	Σε	
αυτές	 τις	 περιπτώσεις	 τα	 παιδιά	 επιδεικνύουν	 ομοιομορφία	 και	 ταυτότητα	
πρακτικής.	 Έτσι	 το	 ενδιαφέρον	 της	 ενεργητικής	 ανακάλυψης	 και	 η	 χαρά	 της	
δημιουργίας	 εξατμίζονται	 και	 τα	 Μαθηματικά	 στεγνώνουν	 στην	 αίθουσα	
διδασκαλίας.	Με	την	ανοιχτή	και	πολλαπλή	προσέγγιση	των	αριθμητικών	εννοιών	
εστιάζεται	το	κύριο	ενδιαφέρον	στην	πραγματική	σχολική	τάξη	και	στην	ανάπτυξη	
ερευνητικών	 δραστηριοτήτων	 (Καλαβάσης	 1997).	 Καθώς	 τα	 παιδιά	 καταγίνονται	
με	 προβλήματα,	 αναπτύσσουν	 ερευνητική	 στάση,	 συμπεριφορά	 ερευνητή,	
εμπλέκονται	 σε	 μαθηματικές	 δραστηριότητες	 δημιουργώντας	 τα	 δικά	 τους	
Μαθηματικά.		

Στο	πλαίσιο	των	τυποκρατικών	ή	φορμαλιστικών	Μαθηματικών	είναι	διάχυτη	
η	πεποίθηση	ότι	κάθε	μαθηματικό	πρόβλημα	ή	ερώτημα	επιδέχεται	όχι	μόνο	ένα	
σωστό	αποτέλεσμα,	αλλά	επιπλέον	και	μια	καλή	στρατηγική	προς	αυτή	την	λύση.	
Όμως	 είναι	 δυνατόν	 στο	 πλαίσιο	 μιας	 ανοιχτής	 και	 πολλαπλής	 ερευνητικής	
προσέγγισης	 των	Μαθηματικών	να	προβληθούν	γόνιμα	μαθηματικά	θέματα	που	
αναδεικνύουν	 “διαφορετικότητες”.	 Αυτό	 βεβαίως	 συμβαίνει	 στις	 ανοιχτές		
προβληματίζουσες	καταστάσεις	και	στα	ανοιχτά	προβλήματα,	 τα	οποία	μπορούν	
να	οδηγούν	σε	πολλά	και	διαφορετικά	μεταξύ	τους	σωστά	αποτελέσματα	καθώς	
επιδέχονται	διαφορετικές	ερμηνείες	της	εκφώνησης	(Κόσυβας,	1996)	

Η	 διευκόλυνση	 στρατηγικών	 σκέψης	 με	 ανάλυση	 και	 ανασύνθεση:	 Πολλές	
έρευνες	-ελληνικές	 και	 διεθνείς-	 έχουν	 αποκαλύψει	 ότι	 ένα	 μεγάλο	 μέρος	 των	
μαθητών	 του	 δημοτικού	 σχολείου	 δεν	 καταφέρνουν	 να	 μάθουν	 τις	 τέσσερις	
πράξεις	 της	 αριθμητικής.	 Δύο	 θεμελιώδη	 ερωτήματα	 που	 συνδέονται	 με	 το	 εν	
λόγω	 θέμα	 είναι	 τα	 ακόλουθα:	 Ποιες	 διδακτικές	 μέθοδοι	 θα	 μπορούσαν	 να	
προλάβουν	αυτή	την	αποτυχία;	Ποιες	βασικές	ικανότητες	είναι	προαπαιτούμενες	
για	την	απόκτηση	των	σύνθετων	αριθμητικών	ικανοτήτων;		

Σχετική	 έρευνα	 σε	 μαθητές	 της	 Α΄	 Δημοτικού	 δείχνει	 ότι	 μεγάλα	 ποσοστά	
μαθητών	 χρησιμοποιούν	στρατηγικές	απαρίθμησης	ακόμα	και	σε	προσθέσεις	με	
όμοιους	 προσθετέους	 ή	 σε	 προσθέσεις	 στις	 οποίες	 ο	 ένας	 από	 τους	 δύο	
προσθετέους	 είναι	 το	 10	 (Λεμονίδης,	 1998β).	 Δυσκολεύονται	 να	 αποκολληθούν	
από	 την	 απαρίθμηση,	 να	 στοχάζονται	 και	 να	 χρησιμοποιούν	 στρατηγικές	
ανάκλησης	 στη	 μνήμη	 ή	 στρατηγικές	 ανάλυσης	 και	 ανασύνθεσης.	 Η	 δυσκολία	
αυτή	 υποθέτουμε	 ότι	 οφείλεται	 στην	 έλλειψη	 ορισμένων	 πολύ	 πρόωρων	
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ικανοτήτων,	 όπως	 εμπειρίες	 από	 καταστάσεις	 προβληματισμού	 πάνω	 στην	
ανάλυση	 και	 τον	 υπολογισμό	 μικρών	 αριθμών	 με	 χρήση	 κατάλληλου	 εποπτικού	
υλικού,	 οι	 οποίες	 είναι	 αναγκαίες	 για	 την	 πρόοδό	 τους.	 Η	 μακροχρόνια	
χρησιμοποίηση	 διαδικασιών	 απαρίθμησης	 στην	 επίλυση	 απλών	 προβλημάτων	
από	 ορισμένα	 παιδιά	 παρεμποδίζει	 την	 περαιτέρω	 ανάπτυξη	 των	 αριθμητικών	
ικανοτήτων	(Neuman,	1987).		

Η	 σημασία	 του	 υπολογισμού	 πάνω	 στα	 αντικείμενα	 για	 τα	 παιδιά	 του	
νηπιαγωγείου	 έχει	 τονιστεί	 από	 τον	 Brissiaud	 (1991).	 Όμως	 στην	 εν	 λόγω	
προσέγγιση	 ελάχιστα	 ωθούνται	 τα	 παιδιά	 να	 διερευνούν	 τις	 αναλύσεις	 των	
αριθμών	 ανακαλύπτοντας	 τις	 δικές	 τους	 στρατηγικές	 υπολογισμού	 και	 το	 κύριο	
βάρος	καταλαμβάνει	η	απομνημόνευση	αθροισμάτων	και	διαφορών	και	η	άμεση	
ανάκληση	στη	μνήμη.	

Εκτός	 από	 την	 επιστράτευση	 στρατηγικών	 πάνω	 στα	 αντικείμενα,	 τα	 παιδιά	
μπορούν	 για	 να	 υπολογίσουν	 με	 σκέψη.	 Για	 παράδειγμα	 στο	 άθροισμα	 4+3,	
χρησιμοποιούν	 ποικίλους	 τρόπους	 ανάλυσης,	 ανασύνθεσης	 ή	 συσχέτισης	
γνωστών	 αθροισμάτων	 και	 έτσι	 κατασκευάζουν	 ανάλογες	 νοερές	 στρατηγικές	
σκέψης:	

• Αναλύουν	τον	δεύτερο	προσθετέο:	«4	και	2	κάνουν	6	και	ένα	κάνει	7».	

• Βασίζονται	στα	όμοια:	«3	και	3	κάνουν	6	και	ένα	κάνει	7»	ή	«4	και	4	κάνουν	
8,	βγάζω	ένα	και	βρίσκω	7».	

• Χρησιμοποιούν	το	πέρασμα	από	την	πεντάδα:	«5	και	2	κάνουν	7».	

Παρότι	για	ορισμένα	νήπια	είναι	δύσκολες	οι	παραπάνω	στρατηγικές,	το	ερώτημα	
που	 τίθεται	 είναι	 αν	 θα	 μπορούσαν	 να	 τα	 καταφέρουν	 χρησιμοποιώντας	 τα	
δάκτυλα	ή	άλλο	κατάλληλο	εποπτικό	υλικό.	

Η	ανάλυση	και	ανασύνθεση	των	αριθμών	βρίσκει	εφαρμογή	στην	πρώτη	τάξη	
του	 δημοτικού	 σχολείου.	 Για	 παράδειγμα,	 ορισμένοι	 μαθητές	 της	 πρώτης	 τάξης	
βρίσκουν	το	αποτέλεσμα	της	πρόσθεσης	9	+	7	με	ποικίλους	τρόπους	(Irwin	&	Britt,	
2005):	

• Αναλύουν	τον	πρώτο	όρο	έτσι	ώστε	να	σχηματιστεί	δεκάδα:	«χωρίζω	το	9	
σε	6	και	3,	κάνω	την	πρόσθεση	7	+	3	και	ύστερα	προσθέτω	6	στο	10».	

• Αυξομειώνουν	 τους	 όρους	 έτσι	 ώστε	 να	 σχηματιστεί	 δεκάδα	
(αντιστάθμιση):	«προσθέτω	10	και	7	και,	στη	συνέχεια,	αφαιρώ	1».	
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• Αυξομειώνουν	τους	όρους	και	βασίζονται	στα	όμοια	(αντιστάθμιση):	«το	9	
δίνει	μια	μονάδα	και	το	7	την	παίρνει,	έτσι	8	και	8	κάνει	16».	

Μερικές	 ιδιότητες,	αρχές	και	κανονικότητες	των	πράξεων	της	πρόσθεσης	και	 της	
αφαίρεσης	είναι	οι	ακόλουθες	(Dowker,	2014):		

• Αντιμετθετική	ιδιότητα:	π.χ.	εάν	8+5=13,	πρέπει	επίσης	να	είναι	5+8=13.		
• Η	αρχή	 ±N 1 :		π.χ.	αν	33+34=67,	33+35	πρέπει	να	είναι	68.	

• Η	αρχή	N - 1:	π.χ.	αν	9+8=17,	9+7	πρέπει	να	είναι	17-1	ή	16.	

• Η	αρχή	της	αντιστροφής	πρόσθεσης/αφαίρεσης	:	π.χ.	αν	46+27=73,	τότε	73-
27	πρέπει	να	είναι	46,	κ.λπ.	

• Η	αρχή	±1στον	μειωτέο:		π.χ.	αν	67-45=22,	68-45	πρέπει	να	είναι	23.	
• Η	αρχή	-1	στον	μειωτέο:	π.χ.	αν	572-348=224,	571-348	πρέπει	να	είναι	223.	

• Η	αρχή	±1στον	αφαιρετέο:		π.χ.	αν	9-6=3,	9-7	πρέπει	να	είναι	2.	
• Η	αρχή	-1	στον	αφαιρετέο:	π.χ.	αν	37-23=14,	37-22	πρέπει	να	είναι	15.	
•	 Η	αρχή	του	συμπληρώματος	:	π.χ.	αν	11-3=8,	11-8	πρέπει	να	είναι	3.	

Η	ανάλυση	και	ανασύνθεση	των	αριθμών	είναι	η	θεμελιώδης	ικανότητα,	η	οποία	
παρέχει	μια	ισχυρή	σύνδεση	ανάμεσα	στην	ευελιξία	της	έννοιας	του	αριθμού	και	
μια	 κατανόηση	 των	 εννοιών	 και	 των	 ιδιοτήτων	 των	 πράξεων.	 Βοηθάει	 τους	
μαθητές	 των	πρώτων	 τάξεων	 του	Δημοτικού	σχολείου	 να	 κατανοούν	 τις	 πράξεις	
της	 πρόσθεσης	 και	 της	 αφαίρεσης,	 προπάντων	 κατά	 στην	 ανοδική	 ή	 καθοδική	
υπέρβαση	της	δεκάδας:	π.χ.		

7+5=7+(3+2)=(7+3)+2=10+2=12	ή			

13-8=13-3-5=10-5=5.		

Στην	 πρόσθεση	 και	 στην	 αφαίρεση	 διψήφιων	 αριθμών	 μπορούν	 οι	 μαθητές	 να	
εφαρμόσουν	 τη	 στρατηγική	 της	 πλήρους	 ανάλυσης	 ή	 της	 μερικής	 ανάλυσης	
(Lemaire	&	Callies,	2009). 	

• Στη	 στρατηγική	 πλήρους	 ανάλυσης	 στην	 πρόσθεση	 προσθέτουμε	 πρώτα	 τις	
δεκάδες,	 ύστερα	 τις	 μονάδες	 και	 στο	 τέλος	 προσθέτουμε	 τα	 δύο	
αποτελέσματα.	 Παραδείγματα:	 1ο	 24+53:	 20+50=70,	 4+3=7,	 70+7=77,	 2ο		
28+34:		20+30=50,	8+4=12,	50+12=62.		

• Στη	 στρατηγική	 μερικής	 ανάλυσης	 στην	 πρόσθεση	 προσθέτουμε	 πρώτα	 στον	
πρώτο	 αριθμό	 τις	 δεκάδες	 του	 δεύτερου	 αριθμού	 και	 ύστερα	 σε	 αυτό	 το	
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αποτέλεσμα	προσθέτουμε	τις	μονάδες	του	δεύτερου	αριθμού.	Παραδείγματα:	
1ο		24+53:	24+50=74,	74+3=77,	2ο		28+34:		28+30=58,	58+4=62.		

• Στη	 στρατηγική	 πλήρους	 ανάλυσης	 στην	 αφαίρεση	 αφαιρούμε	 πρώτα	 τις	
δεκάδες,	 ύστερα	 τις	 μονάδες	 και	 στο	 τέλος	 προσθέτουμε	 τα	 δύο	
αποτελέσματα.	Παραδείγματα:	1ο		54-23:	50-20=30,	4-3=1,	30+1=31,	2ο		43-18:		
40-10=30,	13-8=5,	30-10=20,	20+5=25.		

• Στη	 στρατηγική	μερικής	ανάλυσης	στην	αφαίρεση	αφαιρούμε	πρώτα	από	 τον	
πρώτο	 αριθμό	 τις	 δεκάδες	 του	 δεύτερου	 αριθμού	 και	 ύστερα	 από	 αυτό	 το	
αποτέλεσμα	αφαιρούμε	τις	μονάδες	του	δεύτερου	αριθμού.	Παραδείγματα:	1ο		
54-23:	54-20=34,	34-3=31,	2ο		43-18:		43-10=33,	33-8=25.		

Μαθητές	 που	 δίνουν	 απαντήσεις	 όπως	 οι	 προηγούμενες	 είναι	 έτοιμοι	 να	
αξιοποιήσουν	 το	 σχήμα	 της	 αντιστάθμισης	 σε	 διψήφιους	 και	 τριψήφιους	
αριθμούς	(Irwin	&	Britt,	2005):	

• Στην	 πρόσθεση	 47+25	 μία	 στρατηγική	 για	 την	 επίλυση	 του	 προβλήματος	
παραπέμπει	σε	μια	διαδικασία	αντιστάθμισης	σύμφωνα	με	την	οποία	το	47	+	
25	μπορεί	να	μετατραπεί	σε	50	+	22	(προσθέτοντας	3	στο	47	και	αφαιρώντας	3	
από	25).	Ο	υπολογισμός,	γίνεται	συνήθως	νοερά	και	είναι	50	+	22	=	72.		

• Στην	πρόσθεση	67+19,	μια	ευέλικτη	μορφή	στρατηγικής	είναι	να	μετατραπεί	σε	
66+20	«αφαιρώντας	1	από	το	67	κα		προσθέτοντας	1	στο	19).	

Οι	 εν	 λόγω	 στρατηγικές	 προφυλάσσουν	 από	 την	 επιπόλαιη	 αποστήθιση	 και	 τη	
ρηχή	και	 επιφανειακή	μάθηση	και	προπαρασκευάζουν	 την	ωριμότερη	ανάκληση	
των	υπολογισμών	στη	μνήμη	μακράς	διάρκειας.	

Στην	 ανάπτυξη	 των	 αριθμητικών	 εννοιών	 η	 στενή	 σχέση	 πρόσθεσης,	 αφαίρεσης	
και	ανάλυσης	είναι	θεμελιώδης,	γιατί	εμβαθύνει	στην	κατανόηση	των	αριθμών	και	
των	 ιδιοτήτων	 των	πράξεων	και	αποτελεί	 τη	βάση	για	 το	μεγαλύτερο	μέρος	 των	
σχολικών	 Μαθηματικών.	 Παρότι	 στους	 καθημερινούς	 υπολογισμούς	 υπάρχει	 η	
τάση	 να	 γίνονται	 οι	 υπολογισμοί	 με	 χρήση	 αριθμομηχανών,	 η	 κατανόηση	 των	
τεσσάρων	αριθμητικών	πράξεων	έχει	προεξάρχουσα	σημασία.		

Η	κατανόηση	 της	δομής	 του	δεκαδικού	συστήματος	αρίθμησης	 και	 της	αξίας	
θέσης:	Η	ανάλυση	του	αριθμού	συνδέεται	με	τη	λογική	οποιουδήποτε	συστήματος	
αρίθμησης.	 Από	 τη	 χαραυγή	 τις	 προϊστορίας	 ένα	μεγάλο	πλήθος	ή	μια	άγνωστη	
ποσότητα	 αναλυόταν	 σε	 εύχρηστες	 ομάδες,	 που	 διευκόλυναν	 την	 ανθρώπινη	
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μνήμη	 και	 τη	 λογική	 επεξεργασία47.	 Η	 επεξεργασία	 του	 σχήματος	 μέρους-όλου	
βοηθά	 στην	 ουσιαστική	 κατανόηση	 της	 αξίας	 θέσης	 του	 δεκαδικού	 συστήματος	
αρίθμησης.	Έχει	επισημανθεί	ότι	η	συστηματική	και	μεθοδευμένη	εξοικείωση	με	
την	ανάλυση	των	αριθμών	μπορεί	να	μειώσει	τις	ρυθμίσεις	που	πρέπει	να	κάνουν	
τα	 παιδιά	 κατά	 την	 πρώτη	 διδασκαλία	 της	 αξίας	 θέσης	 (Rooss,	 1989	 -	 Fischer,	
1990).	 Η	 ικανότητα	 της	 ευέλικτης	 νοητικής	 μετακίνησης	 των	 παιδιών	 εντός	 και	
μεταξύ	 διαφορετικών	 ειδών	 μονάδων	 του	 δεκαδικού	 συστήματος	 όπως	
εκατοντάδες,	 δεκάδες	 και	 μονάδες	 εξασφαλίζεται	 με	 τη	 γνώση	 μέρους-όλου.	
Ειδικότερα,	ο	αλγόριθμος	της	αφαίρεσης	που	διδάσκεται	ευρέως	στο	σχολείο	-για	
παράδειγμα,	 42-27-	 απαιτεί	 από	 τα	 παιδιά	 να	 ανακατασκευάσουν	 τέσσερα	
10άρια	 και	 δύο	 μονάδες	 σε	 τρία	 10άρια	 και	 δώδεκα	 μονάδες.	 Η	 ικανότητα	 των	
παιδιών	 να	 συντονίζουν	 με	 επιδεξιότητα	 διαφορετικά	 είδη	 σύνθετων	 μονάδων,	
μέσα	 στο	 ίδιο	 σύστημα	 μονάδων	 και	 η	 διεργασιακή	 χρήση	 της	 επιμεριστικής	
ιδιότητας,	αποτελούν	σημαντικά	συστατικά	για	το	μαθηματικό	οπλισμό	τους	(Van	
de	Walle	&	Thompson,	1995	-	Payne	&	Huinker,	1993	- 	Nunes	&	Bryant,	1996).	Η	
Resnick	 υπογραμμίζει	 ότι	 η	 ανάπτυξη	 του	 σχήματος	 μέρος-μέρος-όλου	 φαίνεται	
ότι	 είναι	 το	 βασικό	 συστατικό	 για	 την	 κατανόηση	 της	 αξίας	 θέσης,	 καθώς	 τα	
παιδιά	πρέπει	 να	μάθουν	 να	 ερμηνεύουν	 τους	αριθμούς	με	 όρους	 δεκάδων	 και	
μονάδων	 (π.χ.	 13=10+3).	 Αυτή	 η	 προσθετική	 ιδιότητα	 του	 αριθμητικού	
συστήματος	 είναι	 θεμελιώδης	 και	 μπορεί	 να	 υποβοηθηθεί	 από	 την	 πρόωρη	
επαφή	των	παιδιών	με	την	ανάλυση	του	αριθμού.	

Η	Kamii	σημειώνει	ότι	η	ικανότητα	διαίρεσης	ενός	συνόλου	σε	ίσα	σύνολα	των	
10	είναι	απαραίτητη	για	να	μπορέσει	να	αναπτύξει	το	παιδί	την	έννοια	της	αξίας	
θέσης.	Σε	αυτή	την	περίπτωση	κάθε	μονάδα	θα	ήταν	ένα	μέρος	και	κάθε	δεκάδα	
αριστερά	θα	ήταν	ένα	προσθετικό	μέρος.	έτσι	το	14	έχει	δύο	μέρη,	το	10	και	το	4,	
αλλά	το	24	έχει	3	μέρη,	10	και	10	και	τέσσερα.	Τέλος	σε	έρευνα	των	Carraher	και	
                                                             
47	 Χαρακτηριστικό	 είναι	 το	 ακόλουθο	 παράδειγμα:	 ένας	 βοσκός	 μπήγει	 στο	 έδαφος	 τρεις	 πασσάλους	
διαφορετικής	μορφής,	που	αντιστοιχούν	σύμφωνα	με	τη	δική	μας	ορολογία	στις	μονάδες,	τις	δεκάδες	και	
τις	εκατοντάδες.	Για	κάθε	πρόβατο	που	περνά	ρίχνει	ένα	βότσαλο	μπροστά	στον	πρώτο	πάσσαλο.	Μόλις	τα	
βότσαλα	γίνουν	όσα	και	τα	δάχτυλά	του,	δηλαδή	10,	τα	μαζεύει	και	βάζει	μπροστά	στον	δεύτερο	πάσσαλο	
ένα	βότσαλο	(αυτός	θα	αντιπροσωπεύει	τα	10).	Ξαναρχίζει	την	ίδια	διαδικασία	στον	πρώτο	πάσσαλο.	Όταν	
τα	βότσαλα	 ξαναγίνουν	 10,	 τα	 ξαναμαζεύει	 και	 βάζει	 στον	 δεύτερο	πάσσαλο	δεύτερο	βότσαλο.	Όταν	 τα	
βότσαλα	του	δεύτερου	πασσάλου	που	αντιπροσωπεύουν	με	τα	σημερινά	δεδομένα		τις	δεκάδες	γίνουν	10,	
τα	μαζεύει	και	βάζει	ένα	βότσαλο	στον	τρίτο	πάσσαλο.	Η	διαδικασία	συνεχίζεται	μέχρι	να	περάσει	και	το	
τελευταίο	 πρόβατο.	 Στο	 παράδειγμά	 μας	 το	 πλήθος	 των	 προβάτων	 αναλύθηκε	 σε	 ένα	 άθροισμα	
μικρότερων	 ποσοτήτων,	 που	 είναι	 οργανωμένο	 με	 βάση	 την	 προνομιακή	 χρήση	 της	 δεκάδας.	 Αυτός	 ο	
τρόπος	 αρίθμησης	 μπορεί	 να	 θεωρηθεί	 ως	 πρόγονος	 του	 δεκαδικού	 συστήματος	 αρίθμησης,	 στο	 οποίο	
κάθε	αριθμός	παριστάνεται	σύμφωνα	με	την	πολλαπλασιαστική	ανάλυση	και	σύνθεση.	
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Schliemann	(1990)	για	το	σύστημα	αρίθμησης	βρέθηκε	ότι	λίγο	περισσότερα	από	
τα	μισά	παιδιά	προσχολικής	ηλικίας	αποδείχθηκαν	ικανά	να	εκδηλώνουν	γνώσεις	
βασικών	 εννοιολογικών	 όψεων	 του	 συστήματος	 αρίθμησης	 (Carraher	 &	
Schliemann,	 1990).	 Τέλος	 έχει	 υπογρμμιστεί	 η	 σημασία	 της	 ανάλυσης	 και	
σύνθεσης	των	αριθμών	για	την	έννοια	του	λόγου,	του	δεκαδικού	αριθμού	και	του	
κλάσματος	(Irwin	&	Britt,	2004).	

Η	 προετοιμασία	 της	 επίλυσης	 προβλημάτων	 πρόσθεσης,	 αφαίρεσης	 και	
μοιρασιάς:	 Χωρίς	 την	 επίλυση	 προβλημάτων	 που	 συνδέονται	 με	 τον	 βιωματικό	
κόσμο	 του	 παιδιού	 η	 ανάλυση	 του	 αριθμού	 είναι	 άδεια	 από	 νοήματα.	 Ο	
αποκλειστικός	περιορισμός	στην	αριθμοακολουθία	και	την	απαρίθμηση	φτωχαίνει	
το	 εύρος	 των	 στρατηγικών	 που	 επιστρατεύουν	 τα	 παιδιά	 κατά	 την	 ενασχόλησή	
τους	 με	 καταστάσεις	 προβληματισμού48.	 Η	 μακροχρόνια	 χρήση	 διαδικασιών	
απαρίθμησης	από	τους	μαθητές	δεν	τους	βοηθάει	να	προοδεύσουν	στην	επίλυση	
συνθετότερων	προβλημάτων	(Neuman,	1987).	Η	λύση	μαθηματικών	προβλημάτων	
πρόσθεσης,	 αφαίρεσης	 και	 μοιρασιάς	 δίνει	 νόημα	 στις	 σχέσεις	 μεταξύ	 των	
αριθμών,	 εμπλουτίζει	 την	 κατανόηση	 του	 αριθμού	 και	 εμβαθύνει	 στην	
επεξεργασία	του.	

Ας	 δούμε	 τώρα	 τι	 αναφέρει	 ο	 Polya	 για	 τις	 νοητικές	 διεργασίες	 που	 είναι	
σημαντικές	στη	λύση	ενός	προβλήματος:		

	«Η	 διάσπαση	 και	 ανασύνθεση	 είναι	 σημαντικές	 διεργασίες	 του	 νου.	 Εξετάστε	 ένα	
αντικείμενο	που	κεντρίζει	 το	 ενδιαφέρον	σας	 και	προκαλεί	 την	περιέργειά	σας:	 ένα	σπίτι	
που	 σκοπεύετε	 να	 νοικιάσετε,	 ένα	 σημαντικό,	 αλλά	 κρυπτογραφημένο	 τηλεγράφημα,	
οποιοδήποτε	 αντικείμενο	 που	 ο	 σκοπός	 και	 η	 προέλευσή	 του	 σας	 μπερδεύουν	 ή	
οποιοδήποτε	πρόβλημα	θέλετε	να	λύσετε.	Έχετε	μια	εντύπωση	του	αντικειμένου	σαν	ένα	
«όλο»	 (ολότητα),	 πιθανότατα	 όμως	 αυτή	 η	 εντύπωση	 να	 μην	 είναι	 αρκετά	 καθορισμένη.	
Μια	 λεπτομέρεια	 σας	 «χτυπάει»	 και	 συγκεντρώνει	 την	 προσοχή	 σας	 πάνω	 της.	 Μετά	
συγκεντρώνετε	 την	 προσοχή	 σας	 πάνω	 σε	 μια	 άλλη	 λεπτομέρεια.	 μετά,	 πάλι,	 σε	 άλλη.	
Παρουσιάζονται	 έτσι	 διάφοροι	 συνδυασμοί	 λεπτομερειών	 και	 μετά	 από	 ένα	 διάστημα	
θεωρείτε	ξανά	το	αντικείμενο	σαν	ένα	όλο,	τώρα	όμως	το	βλέπετε	διαφορετικά.	Διασπάστε	
το	 όλο	 στα	 μέρη	 που	 το	 αποτελούν,	 και	 συνθέστε	 ξανά	 τα	 μέρη	 αυτά	 σε	 ένα	 λιγότερο	 ή	
περισσότερο	διαφορετικό	όλο.»	(Polya,	1957,	σσ.	108-109)	

Η	ανάλυση	και	ανασύνθεση	που	εισηγείται	ο	Polya	για	τη	λύση	προβλημάτων	
βρίσκει	εφαρμογή	στην	ανάλυση	και	σύνθεση	των	αριθμών.	Η	εξοικείωση	με	αυτή	

                                                             
48	 Ο	 Steffe	 μελετά	 την	 κατασκευή	 των	 σχέσεων	 μέρους-όλου	 από	 τα	 παιδιά	 στο	 πλαίσιο	 της	
αριθμοακολουθίας	 (βλ.	 Steffe,	 1991).	 Όμως	 με	 τη	 χρήση	 του	 σχήματος	 της	 διαδοχής	 τα	 παιδιά	
δυσκολεύονται	να	κατασκευάσουν	τις	σχέσεις	αυτές.	
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την	 ιδιότητα	 των	 αριθμών	 να	 χωρίζονται	 και	 να	 ενώνονται	 προετοιμάζει	 –	 και	
αργότερα	 εμβαθύνει	 –	 	 την	 ικανότητα	 των	 παιδιών	 να	 επινοούν	 στρατηγικές	
σκέψης	για	να	υπολογίζουν	αθροίσματα	και	διαφορές.	

Με	τη	λύση	προβλημάτων	πρόσθεσης	και	αφαίρεσης	έχουν	ασχοληθεί	πολλοί	
ερευνητές.	 Οι	 Riley	 κ.	 ά.	 (1983),	 οι	 Carpenter	 κ.	 ά.	 (1993)	 και	 οι	 Briars	 &	 Larkin	
(1984)	 προδιέγραψαν	 μια	 δυνατή	 αναπτυξιακή	 πορεία,	 στην	 οποία	 η	 σχέση	
μέρους-όλου	 είναι	 η	 εγγύηση	 του	 πιο	 προχωρημένου	 επιπέδου	 επίλυσης	
προβλημάτων.	Καθώς	τα	παιδιά	κατασκευάζουν	το	σχήμα	μέρους-όλου	μπορούν	
με	 μεγαλύτερη	 ευλυγισία	 να	 καταγίνονται	 με	 την	 ερμηνεία	 της	 σημασιολογικής	
δομής	 διαφόρων	 προβλημάτων	 πρόσθεσης	 και	 αφαίρεσης	 με	 όρους	 μερών	 και	
όλων.	Εξερεύνησαν	τις	στρατηγικές	απαρίθμησης	των	παιδιών	για	την	πρόσθεση	
και	 την	αφαίρεση	 χωρίς	 όμως	 να	δίνουν	 ιδιαίτερη	προσοχή	στα	πρωτοποσοτικά	
σχήματα	 μέρους-όλου.	 Το	 ίδιο	 ισχύει	 για	 την	 Fuson	 (1988)	 και	 τους	 Steffe	 κ.	 ά.	
(1988).	Σύμφωνα	με	τον	Cobb	(1987)	η	εγκαθίδρυση	ρητών	σχέσεων	μέρους-όλου	
χαρακτηρίζεται	από	μια	ευέλικτη	χρήση	στρατηγικών	διπλής	αρίθμησης	(ανοδικής	
και	καθοδικής)	καθώς	και	στρατηγικών	αντιστάθμισης	(Cobb,	1987).		

Ο	 συλλογισμός	 μέρους-όλου	 και	 η	 αρίθμηση	 συνυφαίνονται	 με	 την	
αριθμητική	 ανάπτυξη	 των	 παιδιών.	 Η	 αρίθμηση	 ως	 μια	 σύνθετη	 γνωστική	
ικανότητα	έχει	μελετηθεί	εκτενώς	από	πλήθος	ερευνητών		(Baroody,	1986,	1987,	
1992	-	Baroody	&	Price,	1983	-	Fuson,	1988,	1992	-	Fuson	&	Hall,	1983	-	Gelman	
&	Gallistel,	1978	-	Gelman	&	Meck,	1983,	1986	-	Saxe,	1979;	Sophian,	1987,	2000	
-	 Sophian	 &	 Kailihiwa,	 1998	 -	 Steffe,	 1994	 -	 Steffe	 &	 Cobb,	 1988;	 Steffe,	 von	
Glasersfeld,	 Richards,	 &	 Cobb,	 1983).	 Με	 βάση	 τα	 υπάρχοντα	 ευρήματα,	 ο	
συλλογισμός	 μέρους-όλου	 στα	 μικρά	 παιδιά	 αναπτύσσεται	 μαζί	 με	 την	 αύξηση	
των	 ικανοτήτων	 απαρίθμησης.	 Ωστόσο	 δεν	 είναι	 σαφές,	 τουλάχιστον	 κατά	 τα	
αρχικά	 στάδια,	 πώς	 η	 επεξεργασία	 των	 δεξιοτήτων	 απαρίθμησης	 βοηθά	 στην	
ωρίμαση	 των	λειτουργιών	μέρους-όλου	ή	βοηθείται	από	αυτές	 (Hunting,	2003	-	
Kline,	1998).		

Οι	Payne	και	Huinker	(1993)	διαπίστωσαν	ότι	τα	παιδιά	του	νηπιαγωγείου	τα	
οποία	 παρακολούθησαν	 ένα	 πρόγραμμα	 το	 οποίο	 έδινε	 έμφαση	 στο	 σχήμα	
μέρους-όλου	παρουσίασαν	διπλάσια	επιτυχία	από	εκείνα	τα	οποία	ακολούθησαν	
το	 συνηθισμένο	 πρόγραμμα	 (Payne	 &	 Huinker,	 1993).	 Στο	 ίδιο	 συμπέρασμα	
κατέληξε	 και	 ο	 Fischer	 (1990).	 Στο	 εν	 λόγω	 πρόγραμμα	 προέκυψαν	 στατιστικά	
σημαντικές	διαφορές	ανάμεσα	στην	πειραματική	ομάδα	και	στην	ομάδα	ελέγχου	
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όχι	μόνο	στην	έννοια	 του	αριθμού	αλλά	 	ακόμα	στην	επίλυση	προβλημάτων	και	
στην	 αξία	 θέσης.	 Έτσι	 θεωρείται	 πλέον	 απαραίτητο	 να	 αρχίζουν	 τα	 παιδιά	 να	
προσεγγίζουν	 τις	 σχέσεις	 μέρους-όλου	 από	 το	 νηπιαγωγείο,	 αφού	 η	 εν	 λόγω	
σχέση	 βοηθά	 στην	 εννοιολογική	 σύλληψη	 του	 αριθμού	 και	 την	 κατανόηση	 των	
πράξεων	της	πρόσθεσης	και	της	αφαίρεσης	(Hunting,	2003).	

	Ωστόσο	υπάρχει	και	αντίλογος	γι’	αυτό	το	ζήτημα.	Η	Fuson	(1992)	υποστηρίζει	
ότι	ο	ρόλος	που	διαδραματίζει	το	νοητικό	σχήμα	μέρους-όλου	στην	κατανόηση	και	
λύση	λεκτικών	προβλημάτων	από	τα	παιδιά	είναι	αμφιλεγόμενος	(Fuson,	1992).	Γι’	
αυτό	η	εν	λόγω	ερευνήτρια	προτείνει	η	λύση	προβλημάτων	να	γίνεται	με	τη	χρήση	
της	 προφορικής	 αριθμοακολουθίας,	 όπως	 για	 παράδειγμα	 με	 στρατηγικές	
ανοδικής	και	καθοδικής	αρίθμησης	(Fuson,	1982	-	Fuson	&	Secada,	1986	-	Fuson,	
1986	-	Fuson	&	Willis).	

Για	 τις	ανάγκες	δικής	μας	έρευνας	διαμορφώσαμε	ένα	διαρθρωμένο	σύνολο	
διδακτικών	καταστάσεων	προβληματισμού	και	επικοινωνίας	στο	οποίο	η	ανάλυση	
και	σύνθεση	των	αριθμών	αποτελεί	ένα	θεμελιώδες	γνώρισμα	για	τη	μαθηματική	
ανάπτυξη	των	παιδιών	(Κόσυβας,	2001).	Εμβαθύνει	στην	κατανόηση	της	ίδιας	της	
έννοιας	του	αριθμού,	καθώς	και	των	πράξεων	της	πρόσθεσης	και	της	αφαίρεσης,	
χωρίς	ωστόσο	να	παραμελούνται	οι	άλλες	όψεις	 των	αριθμών	ως	απόλυτων	και	
τακτικών	 προκαλώντας	φαινόμενα	 ανισορροπίας.	 Για	 την	 κατανόηση	 αυτών	 των	
πράξεων	είναι	πολύ	σημαντικό	το	γεγονός	ότι	οι	αριθμοί	μπορούν	να	χωρίζονται	
σε	μικρότερους	ή	να	ενώνονται	σε	μεγαλύτερους.	Σε	κάθε	αριθμητική	σύνθεση	οι	
αριθμοί	που	αναλύονται	και	συντίθενται,	συγκαθορίζονται	μεταξύ	τους,	έτσι	ώστε	
ένας	 αριθμός	 να	 μπορεί	 να	 προκύπτει	 από	 τους	 άλλους	 με	 πρόσθεση	 ή	 με	
αφαίρεση.	 Αυτή	 η	 γνώση	 είναι	 συνδεδεμένη	 με	 το	 σχήμα	 μέρους-όλου	 και	
διαδραματίζει	σπουδαίο	ρόλο	στη	λύση	προβλημάτων	πρόσθεσης	και	αφαίρεσης	
(Vergnaud	&	Durand,	1976	-	Briars	&	Larkin,	1984	-	Riley	&	Greeno,	1988	-	Wynn,	
1998	-	Lemonidis,	2003	-	Verschaffel	et	al.	2007	-	Baroody	et	al.,	2009	-	Κόσυβας,	
2001	 -	 Καφούση	 &	 Σκουμπουρδή,	 2007	 -	 Λεμονίδης,	 2007),	 αφού	 κατά	 βάση	
ενυπάρχει	στο	βάθος	των	εννοιολογικών	σχέσεων	κάθε	προβλήματος.	Η	ανάλυση,	
η	 πρόσθεση	 και	 η	 αφαίρεση	 συναποτελούν	 μια	 ολότητα	 αντιστρέψιμων	
λειτουργικών	 πράξεων.	 Θεωρούμε	 ότι	 μια	 υποστηρικτική	 δέσμη	 διδακτικών	
δραστηριοτήτων,	που	έχουν	νόημα	για	τα	νήπια,	που	καλλιεργούν	μελετημένα	και	
συστηματικά	 την	 αριθμητική	 μάθηση	 των	 μικρών	 παιδιών	 στη	 ζώνη	 της	
επικείμενης	 εξέλιξης	 (Vygotsky,	 1988),	 ενταγμένες	 στο	 κοινωνικο-πολιτισμικό	
πλαίσιο	 του	 νηπιαγωγείου	 και	 του	 δημοτικού	 σχολείου,	 θα	 μπορούσε	 να	
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προκαλέσει	και	να	προετοιμάσει	ορισμένες	από	τις	προαναφερόμενες	ικανότητες.	
Η	 μάθηση	 ως	 σχέση	 υποκειμένου-αντικειμένου,	 αποτελεί	 μια	 διαδικασία	
ενεργητικής	ανακάλυψης,	πολυαισθητήρια	και	πολυλειτουργική,	όπου	ο	χειρισμός	
των	 αντικειμένων	 του	 βιωματικού	 κόσμου	 και	 η	 γλωσσική	 επικοινωνία	
αλληλοϋποστηρίζονται.	

Στη	συνέχεια	εξετάζουμε	με	ξεχωριστό	τρόπο	τη	λύση	προβλημάτων.	

4.4. Τα	μαθηματικά	προβλήματα	και	η	λύση	τους	

Τα	 προβλήματα	 σύμφωνα	 με	 τον	 Vergnaud	 είναι	 η	 πηγή	 και	 το	 κριτήριο	 της	
γνώσης	 (Vergnaud,	1986).	Η	έννοια	του	αριθμού	δεν	πρέπει	να	ξεχωρίζεται	ούτε	
από	τις	καταστάσεις	προβληματισμού	ούτε	από	τις	πράξεις	και	τις	σχέσεις.	Όπως	
προαναφέρθηκε	σε	απλά	προβλήματα	πρόσθεσης	ή	αφαίρεσης	το	σχήμα	μέρους-
όλου	 προδιαγράφει	 τις	 σχέσεις	 ανάμεσα	 σε	 τρεις	 αριθμούς.	 Οι	 σχέσεις	 που	
παριστάνουν	 αυτοί	 οι	 αριθμοί	 συνδέονται	 με	 ποικιλία	 καταστάσεων	 της	
καθημερινής	ζωής.	

4.4.1. Έννοια	και	σημασία	του	προβλήματος	

Πρόβλημα	 είναι	 κάθε	 περίπλοκη	 κατάσταση,	 κάθε	 προβαλλόμενο	 εμπόδιο	 που	
ανακόπτει	 την	ομαλή	πορεία	και	πρέπει	να	αρθεί.	Η	λύση	δεν	είναι	προφανής	ή	
εύκολη,	 αλλά	 κατά	 βάση	 υπάρχει	 διέξοδος.	 Τα	 μαθηματικά	 προβλήματα	 είναι	
προτάσεις	 που	 παρουσιάζουν	 μικρότερες	 ή	 μεγαλύτερες	 αντιξοότητες	 και	
δυσχέρειες	και	η	λύση	τους	απαιτεί	κατάλληλους	συλλογισμούς	και	συνδυασμούς	
εμπειριών	 και	 γνώσεων.	 Στο	 επίπεδο	 του	 νηπιαγωγείου	 μιλάμε	 για	 καταστάσεις	
προβληματισμού,	 οι	 οποίες	 συνήθως	 είναι	 λεκτικά	 διατυπωμένες	 σε	 μορφή	
ιστορίας	 που	 αφηγείται	 η	 νηπιαγωγός	 ή	 θέτει	 κάποιο	 νήπιο	 με	 σύντομο	 τρόπο.	
Πολύ	 συχνά	 η	 αφήγηση	 των	 ιστοριών	 μπορεί	 να	 συνοδεύεται	 με	 χειρισμό	
συλλογών	 αντικειμένων	 (κρυμμένων	 ή	 ορατών),	 επίδειξη	 εικόνων	 ή	 να	
προσφέρονται	 με	 δραματοποιημένη	 μορφή.	 Κατά	 κανόνα	 τα	 προβλήματα	 είναι	
πιο	 δύσκολα	 από	 τις	 συνήθεις	 εργασίες	 της	 καθημερινής	 σχολικής	
πραγματικότητας.	

Η	 λύση	 μαθηματικών	 προβλημάτων	 απαιτεί	 την	 ενεργητική	 εμπλοκή	 του	
παιδιού,	 τη	θερμή	αποδοχή	μιας	πρόκλησης	που	συνεπάγεται	 την	 κινητοποίηση	
της	 φαντασίας	 και	 τη	 δημιουργική	 χρήση	 των	 γνώσεών	 του.	 Όταν	 οι	 μαθητές	
λύνουν	 προβλήματα,	 επιστρατεύουν	 και	 σφυρηλατούν	 τις	 γνώσεις	 που	
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χρειάζονται	 πραγματικά,	 εφευρίσκουν	 στρατηγικές	 και	 ερευνούν	 τρόπον	 τινά	
όπως	οι	ερευνητές	μαθηματικοί.	Τα	προβλήματα	προσφέρουν	νέα	ερεθίσματα	και	
η	λύση	τους	επιβεβαιώνει	τις	κατακτηθείσες	γνώσεις	και	όχι	απλώς	τυπικά	όπως	η	
λύση	ασκήσεων,	αλλά	ουσιαστικά	και	περιεκτικά.	

Τα	 στάδια	 που	 πρέπει	 να	 διανυθούν	 για	 την	 επίλυση	 ενός	 λεκτικού	
προβλήματος	είναι	σε	γενικές	γραμμές	τα	ακόλουθα	(Polya,	1991).	

1.	 Η	κατανόηση	της	λεκτικής	διατύπωσης	του	προβλήματος.	

2.	 Η	 επινόηση	 ενός	 σχεδίου	 (εύρεση	 της	 σωστής	 σχέσης	 ανάμεσα	 στα	
δεδομένα	και	στο	ζητούμενο).	

3. Η	μαθηματική	έκφραση	αυτής	της	σχέσης	και	ο	σωστός	υπολογισμός	του	
ζητούμενου,	κατά	βάση	η	συσχέτιση	δεδομένων	–	ζητουμένων	με	τη	βοήθεια	του	
σχήματος:					

	
	

4. Ανασκόπηση	και	επαλήθευση.	
	

Αν	ο	αριθμητικός	υπολογισμός	βάσει	του	προαναφερόμενου	σχήματος	καθώς	
και	η	επαλήθευση	της	λύσης	απαιτούν	 τυπικές	γνώσεις	που	 το	παιδί	υποτίθεται	
ότι	 έχει	 αποκτήσει,	 η	 κατανόηση	 του	 προβλήματος	 και	 η	 συνακόλουθη	
μαθηματικοποίηση	είναι	απρόβλεπτες	νοητικές	λειτουργίες	που	δεν	μπορούν	να	
διδαχθούν	 όπως	 η	 εκτέλεση	 μιας	 πρόσθεσης	 ή	 μιας	 αφαίρεσης.	 Από	 αυτές	 τις	
συχνά	 πρωτότυπες	 και	 οπωσδήποτε	 δημιουργικές	 λειτουργίες	 εξαρτάται	 και	 η	
επιλογή	της	σωστής	πράξης	που	πρέπει	να	εκτελεσθεί.		

Η	 αναγκαιότητα	 του	 τέταρτου	 σταδίου,	 της	 επαλήθευσης,	 πρέπει	 να	 γίνει	
κατανοητή	 στην	 πορεία	 της	 διδασκαλίας,	 	 ακόμη	 και	 όταν	 πρόκειται	 απλώς	 για	
συνήθεις	 ασκήσεις.	 Η	 επαλήθευση	 είναι	 ένας	 αυτοέλεγχος	 που	 διασφαλίζει	 τον	
μαθητή	επιβεβαιώνοντας	ότι	διέτρεξε	σωστά	όλα	τα	στάδια.	Συνιστά	και	η	ίδια	μια	
μαθησιακή	 διαδικασία	 με	 αυτοτελή	 αξία.	 Αν	 ο	 μαθητής	 δεν	 μπορεί	 με	 τη	
διαδικασία	 επαλήθευσης	 να	 επιβεβαιώσει	 τη	 λύση	 και	 να	 την	 υποστηρίξει	 με	
επιχειρήματα,	για	τον	εκπαιδευτικό	είναι	σαν	να	μην	έλυσε	το	πρόβλημα,	ακόμη	
και	αν	η	προτεινόμενη	τελική	λύση	είναι	σωστή,	ή	το	έλυσε	τυχαία.	Το	ενδιαφέρον	
του	 διδάσκοντος	 είναι	 τότε	 κυρίως	 διαγνωστικό,	 καθώς	 πρέπει	 να	 ανακαλύψει	
πού	έγκειται	η	αδυναμία	του	παιδιού,	δηλαδή	σε	ποιο	στάδιο	απέτυχε.	Το	παιδί	
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με	τη	σειρά	του	πρέπει	να	συνειδητοποιήσει,	μόνο	του	μέσω	της	επαλήθευσης	ή	
σε	 συνεργασία	 με	 τον	 δάσκαλο,	 τις	 γνωστικές	 του	 ανεπάρκειες	 σε	 ένα	 ή	 σε	
περισσότερα	στάδια.	

Τα	πιο	απλά	προβλήματα	δεν	διαφέρουν	πολύ	από	τις	ασκήσεις	εφαρμογής.	
Τα	δεδομένα	είναι	προφανή	και	ο	υπολογισμός	του	ζητούμενου	προκύπτει	από	τη	
διατύπωση	ως	αυτονόητη	μετάφραση	της	περιγραφόμενης	αλλαγής	 (μεταβολής)	
που	 αυξομειώνει	 το	 πρώτο	 δεδομένο	 στην	 αντίστοιχη	 πράξη,	 δηλαδή	 την	
πρόσθεση	ή	την		αφαίρεση.	

Τα	πιο	δύσκολα	προβλήματα	απαιτούν	συνδυασμό	πολλών	γνώσεων	και	δεν	
έχουν	 γενικούς	 κανόνες	 επίλυσης.	 Η	 διατύπωση	 δεν	 περιέχει	 τις	 λέξεις-κλειδιά	
που	οδηγούν	τον	λύτη	στην	επιλογή	της	σωστής	πράξης.	

Στα	 “ανοιχτά	 προβλήματα”	 το	 παιδί	 δεν	 κατανοεί	 αμέσως	 ποια	 είναι	 τα	
δεδομένα	και	πού	πρέπει	να	στηριχθεί	για	να	βρει	το	ζητούμενο.	Συχνά	πρέπει	να	
επιδοθεί	 σε	 μια	 ερευνητική	 δραστηριότητα	 και	 να	 βρει	 τη	 λύση	 με	 πολλαπλές	
δοκιμές.	 Τα	 ανοιχτά	 προβλήματα	 είναι	 τα	 πιο	 ενδεδειγμένα	 για	 ομαδική	
δραστηριότητα	(Κόσυβας,	2014).	

4.4.2. Τύποι	προβλημάτων	πρόσθεσης	και	αφαίρεσης		

Όπως	 προαναφέρθηκε,	 η	 έννοια	 του	 αριθμού	 συνδέεται	 στενά	 με	 καταστάσεις	
προβληματισμού.	Η	ενασχόληση	με	προβλήματα	συμβάλλει	στην	επεξεργασία	της	
έννοιας	 του	αριθμού.	Ο	Vergnaud,	αναφερόμενος	στην	έννοια	 του	αριθμού	–όχι	
στην	ειδική	έννοια	του	φυσικού	αριθμού–	,υπογραμμίζει:	

Μέσω	 της	 επεξεργασιας	 προβλημάτων	 ο	 αριθμός	 εμφανίζεται	 ταυτόχρονα	 ως	 μέτρο	
διακριτών	ποσοτήτων	και	συνεχών	μεγεθών,	ως	μέσον	διάταξης	αντικειμένων	ή	συνόλων,	
ως	σχέση	ανάμεσα	σε	μέτρα	και	ως	μετασχηματισμός,	ο	οποίος	ενεργεί	θετικά	ή	αρνητικά.	
Εμφανίζεται	 επίσης	 ως	 πράξη	 (ή	 σχέση)	 ανάμεσα	 σε	 μεγέθη	 ίδιας	 φύσης),	 ή	 ως	 ένας	
σταθερός	 συντελεστής	 ανάμεσα	 σε	 δύο	 μεταβλητά	 ποσοστιαία	 μεγέθη	 (συχνά	
διαφορετικής	φύσης)	όπως	η	διάρκεια	και	η	διανυόμενη	απόσταση	ή	όπως	ο	αριθμός	των	
αντικειμένων	που	αγοράστηκαν	και	τα	έξοδα.	(Vergnaud,	1991,	σ.	281)	

Αναφερόμενοι	 στις	 διάφορες	 καταστάσεις	 διακρίνουμε	 μια	 μεγάλη	 ποικιλία	
προβλημάτων	πρόσθεσης	ή	αφαίρεσης.	Ακολουθώντας	την	κατηγοριοποίηση	του	
Vergnaud	(1991)	χωρίζουμε	αυτά	τα	προβλήματα	σύμφωνα	με	τη	σημασιολογική	
τους	δομή	στις	εξής	κατηγορίες:	

α)	Προβλήματα	μετασχηματισμού	
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Εδώ	έχουμε	μια	αρχική	κατάσταση	(Κα),	έναν	επερχόμενο	μετασχηματισμό	(Μ)	και	

μια	τελική	κατάσταση	(Κτ).	Το	ακόλουθο	γενικό	σχήμα			

Κτ Κα
Μ

	

ισχύει	 για	 	 6	 τύπους	 διαφορετικών	 εκφωνήσεων,	 όπως	 δείχνει	 ο	 ακόλουθος	
πίνακας:	

ζητείται  
η τελική κατάσταση  

ζητείται  

αρνητικός 
μετασχηματισμός

   
ζητείται  

η αρχική κατάσταση  

Κτ Κα
Μ+

-Μ
Κτ Κα

-
Κτ Κα

Μ

Κτ Κα
Μ+

-Μ
Κτ Κα

Κτ Κα
Μ+θετικός 

μετασχηματισμός

ο μετασχηματισμόςμετασχηματισμός
άγνωστος

Ì

	

Το	 σχήμα	 (τετράγωνο	 ή	 κύκλος)	 που	 χρωματίζεται	 κάθε	 φορά	 παριστάνει	 τον	
άγνωστο	 του	προβλήματος.	 Το	πλαίσιο	 των	προβλημάτων	για	κάθε	 τύπο	μπορεί	
να	αναφέρεται	σε	απόλυτους	ή	τακτικούς	αριθμούς	(μετακινήσεις	προς	τα	εμπρός	
ή	προς	τα	πίσω	σε	μια	αριθμογραμμή).	

Παραθέτουμε	 μερικά	 παραδείγματα	 που	 σκιαγραφούν	 αυτό	 το	 σχήμα	 και	 είναι	
κατάλληλα	για	το	επίπεδο	του	νηπιαγωγείου:	

• Η	Ειρήνη	είχε	4	αρκουδάκια.	Στη	γιορτή	της	οι	φίλες	της	χάρισαν		2	αρκουδάκια	
ακόμα.	 Πόσα	 αρκουδάκια	 έχει	 τώρα	 η	 Ειρήνη;	 (Πρόβλημα	 αυξητικού	
μετασχηματισμού	με	άγνωστη	την	τελική	κατάσταση)	

• Ο	παππούς	είχε	6	κοτούλες.	Πήγε	η	αλεπού	και	έφαγε	2	κοτούλες.	Πόσες	κότες	
τού	 έμειναν;	 (Πρόβλημα	 μειωτικού	 μετασχηματισμού	 με	 άγνωστη	 την	 τελική	
κατάσταση)	

• Μέσα	στο	σχολικό	λεωφορείο	υπήρχαν	3	παιδιά	και	ανέβηκαν	μερικά	ακόμα.	
Τώρα	υπάρχουν	στο	λεωφορείο	5	παιδιά.	Πόσα	παιδιά	ανέβηκαν	στο	σχολικό	
λεωφορείο;	 (Πρόβλημα	 μετασχηματισμού	 με	 άγνωστη	 την	 	 ποσότητα	 της	
αύξησης)	

	

	

	

β)	Προβλήματα	σύνθεσης	δύο	καταστάσεων	
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Σε	αυτά	τα	προβλήματα	δύο	καταστάσεις	συνδυάζονται	για	να	προκύψει	μια	τρίτη	
κατάσταση.	 Διακρίνουμε	 δύο	 περιπτώσεις:	 τη	 συνένωση	 δύο	 ή	 περισσότερων	 (	
μερικών)	 καταστάσεων	 (εύρεση	 του	 όλου)	 και	 τον	 διαχωρισμό	 μιας	 (ολικής)	
κατάστασης	από	δύο	ή	περισσότερες	άλλες	καταστάσεις	(εύρεση	του	μέρους).	Οι	
δύο	 διαφορετικοί	 τύποι	 εκφωνήσεων	 μπορούν	 να	 σχηματοποιηθούν	 με	 τον	
παρακάτω	τρόπο:	

 

}
 

}
 

}
	

Σε	αυτά	τα	σχήματα	Κ1	και	Κ2	είναι	οι	δύο	καταστάσεις	και	Κο	η	κατάσταση	του	

όλου	 (ολική).	 Παραδείγματα	 προβλημάτων	 που	 αντιστοιχούν	 στο	 πρώτο	 σχήμα	
και	είναι	κατάλληλα	για	το	επίπεδο	του	νηπιαγωγείου	είναι	τα	ακόλουθα:	

• Η	 γιαγιά	 έχει	 2	 άσπρα	 κατσικάκια	 και	 3	 μαύρα.	 Πόσα	 είναι	 μαζί	 όλα	 τα	
κατσικάκια	της	γιαγιάς;	(Σύνθεση	-συνένωση-	με	διατήρηση	στο	ίδιο	είδος)	

• Η	 Αρετή	 έχει	 3	 γούνινα	 γατάκια	 και	 ο	 αδερφός	 της	 ο	 Σωκράτης	 6	 γούνινα	
σκυλάκια.	 Πόσα	 γούνινα	 ζωάκια	 έχουν	 μαζί	 και	 τα	 δύο	 παιδιά;	 (Σύνθεση	 -
συνένωση-	με	μετάβαση	στο	γένος)	

Ένα	παράδειγμα	που	αντιστοιχεί	στο	δεύτερο	σχήμα	είναι	το	ακόλουθο:	

• Η	Νεφέλη	 έχει	 6	 μπάλες.	 Θα	 δώσει	 3	 μπάλες	 στη	 γατούλα	 και	 τις	 άλλες	 στο	
σκύλο.	Πόσες	θα	δώσει	 στο	 σκύλο;	 (Σύνθεση	 -	 διαχωρισμός	 -	 με	άγνωστο	 το	
μέρος	με	διατήρηση	στο	γένος)	

Επισημαίνουμε	ότι	τα	προβλήματα	εγκλεισμού	των	ειδών	στο	υπερκείμενο	γένος	
τα	παιδιά	παρουσιάζουν	δυσκολίες,	που	συνδέονται	με	 την	 εννοιολογική	σκέψη	
γενικά	και	με	το	επίπεδο	πραγματολογικών	γνώσεων.	

γ)	Προβλήματα	σύγκρισης	(σύνθεση	σχέσεων)	

Σε	αυτά	τα	προβλήματα	απαιτείται	η	ποσοτικοποίηση	της	διαφοράς	ανάμεσα	σε	
δύο	καταστάσεις:	Μπορούν	να	σχηματοποιηθούν	με	τον	παρακάτω	τρόπο:	

Σ
 

}
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Σε	 αυτό	 το	 σχήμα	 Κ1	 και	 	 Κ2	 είναι	 οι	 δύο	 καταστάσεις	 και	 Σ	 η	 διαφορά	 που	

αναφέρεται	 στη	 σύγκριση.	 Σε	 αυτή	 τη	 λογική	 δομή	 μπορούμε	 να	 διακρίνουμε	 6	
τύπους	διαφορετικών	εκφωνήσεων	που	ομαδοποιούνται	στον	παρακάτω	πίνακα:		

 

}Σ+

 άγνωστος
σύγκριση

θετική σύγκριση

αρνητική σύγκριση

ζητείται  
 η κατάσταση 2 (Κ )  2

 το αποτέλε-
σμα της σύγκρισης(Σ)  
ζητείται  

 
ζητείται  

η κατάσταση 1 (Κ )  1

 

}Σ-

 

}Σ-

 

}Σ-

 

}Σ+

 

}Σ+

	

Το	 σύμβολο	 που	 κυκλώνεται	 κάθε	 φορά	 παριστάνει	 τον	 άγνωστο	 του	
προβλήματος.	 	 Και	 εδώ	 το	 	πλαίσιο	 των	προβλημάτων	 για	 κάθε	 τύπο	μπορεί	 να	
αναφέρεται	σε	απόλυτους	ή	τακτικούς	αριθμούς	(μετακινήσεις	προς	τα	εμπρός	ή	
προς	τα	πίσω	σε	μια	αριθμογραμμή).	

Παραθέτουμε	 δύο	 ενδεικτικά	 παραδείγματα	 που	 αντιστοιχούν	 σε	 αυτό	 το	
σχήμα:	

• Ο	Λευτέρης	 μετρά	 τα	 βαγόνια	 και	 βρίσκει	 ότι	 είναι	 11.	 Θέλει	 να	φτιάξει	 ένα	
τρένο	με	7	βαγόνια	λιγότερα.	Πόσα	βαγόνια	θα	έχει	το	καινούργιο	τρένο	του;	
(Σύγκριση	με	άγνωστη	την	τελική	κατάσταση)		

• Ο	Παναγιώτης	έχει	14	βόλους	και	ο	Σταύρος	7.	Πόσους	περισσότερους	βόλους	
έχει	 ο	Παναγιώτης	από	 τον	 Σταύρο;	 (Σύγκριση	με	άγνωστη	 την	αναφερόμενη	
ποσότητα)		

δ)	Προβλήματα	σύνθεσης	μετασχηματισμών	

Σε	 αυτά	 τα	 προβλήματα	 δύο	 μετασχηματισμοί	 συντίθενται	 για	 να	 σχηματίσουν	
έναν	 τρίτο.	 Εδώ	δεν	 γνωρίζουμε	 τις	 αριθμητικές	 τιμές	 των	αρχικών,	 ενδιάμεσων	
και	 των	 τελικών	 καταστάσεων.	 Αυτά	 τα	 προβλήματα	 μπορούν	 να	
σχηματοποιηθούν	ως	εξής:	
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Κ2 Κ1
Μ1

Κ3
Μ2

Μ 	

Υπάρχει	 μεγάλη	 ποικιλία	 τέτοιων	 προβλημάτων	 η	 οποία	 εξαρτάται:	 από	 τον	
άγνωστο	 (τελικό	μετασχηματισμό	Μ	 	ή	μια	από	τους	Μ1	και	Μ2	 ),	από	το	είδος	

των	 μετασχηματισμών	 (θετικοί,	 αρνητικοί),	 από	 την	 κατεύθυνση	 (ίδια	 ή	
αντίστροφη),	 από	 την	 απόλυτη	 τιμή	 κάθε	 μετασχηματισμού	 (όταν	 είναι	
αντίστροφες)	κ.λπ.	Αναφέρουμε	δύο	παραδείγματα:	

• Ο	Άρης	 το	πρωί	έχασε	11	μπίλιες	και	 το	απόγευμα	 	 κέρδισε	7.	Πόσες	μπίλιες	
έχασε	ή	κέρδισε	τελικά;	

• Ο	 Γιώργος	 έπαιξε	 δύο	 παιγνίδια	 με	 μπίλιες.	 Στο	 δεύτερο	 παιγνίδι	 κέρδισε	 4	
μπίλιες.	Δεν	θυμάται	πια	 τι	 έγινε	στο	πρώτο	παιγνίδι.	Αλλά	όταν	μέτρησε	 τις	
μπίλιες	του	στο	τέλος,	διαπίστωσε	ότι	κέρδισε	συνολικά	 	9	μπίλιες.	Τι	συνέβη	
στο	πρώτο	παιγνίδι;	

Προβλήματα	 σύγκρισης	 και	 σύνθεσης	 μετασχηματισμών	 δεν	
πραγματευόμαστε	 στο	 νηπιαγωγείο	 και	 στην	 πρώτη	 δημοτικού.	 Ο	 βαθμός	
δυσκολίας	 είναι	 κατά	 τη	 γνώμη	 μας	 σε	 αυτό	 το	 επίπεδο	 αποτρεπτικός	 και	 το	
μαθησιακό	όφελος	αμφίβολο.	
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Νέοι	δρόμοι	για	τη	διδασκαλία	των	αριθμών	

Η	 διδασκαλία	 της	 έννοιας	 του	 φυσικού	 αριθμού	 αποτελεί	 ένα	 θέμα	 ερευνητικά	
ανεξάντλητο,	 οπότε	 η	 παρούσα	 επισκόπηση	 δεν	 διεκδικεί	 πλήρη	 εξάντληση	 του	
θέματος.	 Θα	 ολοκληρώσουμε	 την	 εργασία	 μας	 συνδέοντας	 όσα	 εκτέθηκαν	 στα	
κεφάλαια	 που	 προηγήθηκαν	 με	 την	 προσπάθεια	 αναζήτησης	 σύγχρονων	
διδακτικών	προσεγγίσεων	για	τη	διδασκαλία	των	πρώτων	αριθμητικών	εννοιών.		

Ο	αριθμός	συνιστά	ένα	διεπιστημονικό	θέμα,	από	τα	πλέον	πολυσυζητημένα,	 το	
οποίο	 κατά	 βάση	 έχει	 προσελκύσει	 το	 ερευνητικό	 ενδιαφέρον	 της	 Γνωστικής	
Ψυχολογίας,	 της	 Επιστημολογίας	 και	 της	 Διδακτικής	 των	 Μαθηματικών.	 Όπως	

	

Συμπεράσματα	

ΚΕΦΑΛΑΙΟ	

5 

Στο	 κεφάλαιο	 αυτό	 επιχειρείται	 η	 συγκεφαλαίωση	 και	 επέκταση	 των	
ερευνητικών	ευρημάτων	για	την	πρόσκτηση	της	έννοιας	του	αριθμού,	τα	
οποία	 εκτέθηκαν	 στα	 προηγούμενα	 κεφάλαια	 υπό	 το	 πρίσμα	 της	
διδακτικής	 αξιοποίησής	 τους	 με	 σκοπό	 τη	 βελτίωση	 της	 μάθησης	 των	
μικρών	παιδιών.	Σκιαγραφείται	μια	απόπειρα	αναζήτησης	ανανεωμένων	
συνθετικών	 προσεγγίσεων	 για	 τη	 διδασκαλία	 των	 αριθμητικών	 εννοιών	
στο	 νηπιαγωγείο	 και	 το	 δημοτικό	 σχολείο.	 Στο	 πλαίσιο	 αυτό	 τα	 παιδιά	
χρειάζεται	 να	 κατανοήσουν	 τις	 αρχές	 της	 πληθικότητας,	 της	
ισοπληθικότητας	 και	 της	 αναδρομικότητας	 για	 να	 δώσουν	 νόημα	 στις	
συγκρίσεις	 ποσοτήτων,	 τις	 αριθμητικές	 πράξεις	 και	 τα	 προβλήματα.	 Ο	
συλλογισμός	 μέρους-όλου	 συμβαδίζει	 με	 την	 αριθμητική	 ανάπτυξη	 του	
παιδιού.	 Έτσι,	 εκτός	 από	 την	 κατασκευή	 της	 αριθμοακολουθίας	
αποδίδεται	 βαρύνουσα	 σημασία	 στην	 ανάλυση	 και	 σύνθεση	 των	
αριθμών.		
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διαπιστώσαμε	από	την	προηγούμενη	μελέτη,	στη	διεθνή	επιστημονική	κοινότητα	
η	τόνωση	του	ενδιαφέροντος	των	ερευνητών	για	τη	διδασκαλία	των	αριθμητικών	
εννοιών	στην	προσχολική	και	την	πρώτη	σχολική	ηλικία	συντελείται	κυρίως	με	το	
έργο	 του	 Piaget	 από	 το	 1930	 και	 ύστερα.	 Το	 ερευνητικό	 ενδιαφέρον	 σταδιακά	
μετακινείται	 σε	 πολλές	 γειτονικές	 επιστημονικές	 περιοχές	 και	 σηματοδοτεί	
γόνιμες	 επιστημονικές	 συζητήσεις	 για	 την	 αναμόρφωση	 της	 διδασκαλίας	 των	
Μαθηματικών.	

Οι	 γνώσεις	 μας	 για	 την	 προσχολική	 και	 τη	 σχολική	 μαθηματική	 εκπαίδευση	
έχουν	 πολλαπλασιαστεί	 πάρα	πολύ,	 ιδιαίτερα	 κατά	 τις	 τελευταίες	 δεκαετίες,	ως	
αποτέλεσμα	 της	 αύξησης	 των	 διεθνών	 ερευνών	 και	 της	 πλούσιας	 συνεισφοράς	
των	 ερευνητών,	 οι	 οποίοι	 αποσκοπούν	 στη	 βελτίωση	 της	 διδασκαλίας	 των	
Μαθηματικών.	 Ιδιαίτερα	από	 τη	δεκαετία	 του	70	 και	 ύστερα	δημοσιεύεται	 ένας	
μεγάλος	αριθμός	βιβλίων,	άρθρων	και	ερευνών,	που	σχετίζονται	με	τη	διδασκαλία	
των	 αριθμητικών	 εννοιών	 και	 τη	 λύση	 προβλημάτων.	 Την	 ίδια	 χρονική	 περίοδο	
βλέπουν	 το	 φως	 της	 δημοσιότητας	 πλήθος	 ερευνητικών	 ευρημάτων	 για	 τις	
αριθμητικές	έννοιες	των	παιδιών	του	νηπιαγωγείου	και	του	δημοτικού	σχολείου.		

Ενώ	 ο	 Piaget	 συνέβαλε	 στην	 κατάρτιση	 προγραμμάτων	 δομικής	 ή	
λογικομαθηματικής	προσέγγισης	 των	αριθμών	 της	δεκαετίας	 του	70,	 τα	 νεότερα	
προγράμματα	 πηγάζουν	 από	 τις	 εργασίες	 σύγχρονων	 ερευνητών,	 τα	 οποία	 δεν	
συμβαδίζουν	 με	 την	 αυστηρότητα	 των	 πειραμάτων	 του.	 Μάλιστα	 φαίνεται	 να	
παρατηρείται	 διεθνής	 στροφή	 προς	 νέες	 κατευθύνσεις.	 Ήδη	 στα	 αντίστοιχα	
κεφάλαια	 έχουμε	 αναφερθεί	 σε	 σημαντικούς	 εκπροσώπους,	 όπως	 είναι	 η		
Gelman,	η	Fuson,	οι	Cobb,	Steffe	και	von	Glasersfeld,	ο	Vergnaud	και	ο	Fischer,	που	
αντιπροσωπεύουν	 ορισμένες	 ερευνητικές	 τάσεις.	 Σύμφωνα	 με	 τα	 σύγχρονα	
ευρήματα,	από	την	ηλικία	των	τεσσάρων-πέντε	ετών	τα	νήπια	έχουν	πολυάριθμες	
γνώσεις	 και	 ικανότητες:	 γνώση	 της	 αριθμοακολουθίας,	 άμεση	 εκτίμηση	 του	
πλήθους	 μικρών	 συλλογών	 αντικειμένων,	 απαρίθμηση,	 προσδιορισμός	 τηε	
πληθικότητας	μιας	συλλογής	με	απαρίθμηση,	γνώση	των	αριθμητικών	συμβόλων,	
επίλυση	προβλημάτων	πρόσθεσης	με	τα	δάκτυλα	κ.λπ.	 (Κόσυβας,	1993	-	Martin	
et	 al.,	 2014).	 Ωστόσο	 υπάρχουν	 διαφορετικές	 διδακτικές,	 ψυχολογικές	 και	
επιστημολογικές	 οπτικές	 γωνίες	 μελέτης	 της	 αριθμοακολουθίας	 και	 των	
συνακόλουθων	 αριθμητικών	 στρατηγικών,	 εννοιών	 και	 δραστηριοτήτων	 με	 τις	
οποίες	αυτή	συνδέεται.	



145	
 

Ενώ	ο	συνειρμισμός	και	ο	μπηχαβιορισμός	δεν	εμπνέουν	πλέον	τις	σύγχρονες	
έρευνες,	 τόσο	 από	 τα	 ευρήματα	 των	 ερευνητικών	 τάσεων	 όσο	 και	 από	 τα	
αποτελέσματα	 της	 αξιολόγησης	 των	 αντίστοιχων	 προγραμμάτων	 Μαθηματικών	
δραστηριοτήτων,	δεν	μπορούμε	να	αποφανθούμε	με	βεβαιότητα	για	την	υπεροχή	
της	τάσης	που	υπογραμμίζει	τις	λογικομαθηματικές	έννοιες	ή	εκείνης	που	τονίζει		
την	 αριθμοακολουθία.	 Ίσως	 η	 λύση	 να	 βρίσκεται	 στο	 συνδυασμό	 των	 δύο	
προσεγγίσεων.	 Ίσως	 να	 βρίσκεται	 στην	 υπέρβασή	 τους	 με	 μια	 εντελώς	
διαφορετική	προσέγγιση.	Τον	τελευταίο	καιρό	οι	φαινομενικές	αντιθέσεις	μεταξύ	
των	δύο	τάσεων	αρχίζουν	να	εξαλείφονται	και	εμφανίζεται	μια	τάση	σύνθεσης	και	
συμπληρωματικότητας	μεταξύ	τους	(Λεμονίδης,	2003).	Φαίνεται	να	επικρατεί	μια	
γενική	τάση	επανεξέτασης	του	τρόπου	προσέγγισης	των	αριθμητικών	εννοιών	και	
γενικότερα	των	Μαθηματικών	στην	προσχολική	και	την	πρώτη	σχολική	ηλικία	και	
να	διαμορφώνονται	νέες	ερευνητικές	κατευθύνσεις	(Baroody,	2004	-	Steffe,	2004	
-	 Corre	&	Carey,	 2007	-	 	 Sarnecka	&	Carey,	 2008	-	 Clements	&	Sarama,	2009	-	
Καφούση	&	 Σκουμπουρδή,	 2008	-	 Ζαχάρος,	 2007	-	 Τζεκάκη,	 2007	-	 Λεμονίδης,	
2007	-	Χασάπης,	2014).	

Σύμφωνα	 με	 ορισμένες	 κριτικές,	 υποστηρίζεται	 ότι	 η	 απαιτητική	 δοκιμασία	
κλασικής	 διατήρησης	 του	 Piaget	 υποτιμά	 τις	 αριθμητικές	 γνώσεις	 των	 παιδιών,	
καθώς	ζητά	από	τα	παιδιά	να	κατέχουν	τον	αριθμό	ως	αφηρημένη	έννοια	και	όχι	
συγκεκριμένους	αριθμούς,	όπως	για	παράδειγμα	το	πέντε	ή	το	έξι.	Με	άλλα	λόγια,	
ο	Piaget	έθεσε	ερωτήσεις	όπως	«Υπάρχει	ο	ίδιος	αριθμός	από	κόκκινους	κυκλικούς	
δίσκους	 και	 μπλε	 τετράγωνα;"	 αντί	 "Υπάρχουν	 εννέα	 κόκκινοι	 κυκλικοί	 δίσκοι.	
Υπάρχουν	 εννέα	 μπλε	 τετράγωνα	 ή	 δέκα;	 ".	 Βεβαίως	 ο	 Piaget	 ενδιαφερόταν	 για	
την	οικοδόμηση	της	αφηρημένης	γνώσης	του	αριθμού.	Όμως	πρόσφατες	θεωρίες	
για	 την	 ανάπτυξη	 των	 εννοιών	 του	 αριθμού	 υποστηρίζουν	 ότι	 τα	 παιδιά	
μαθαίνουν	πρώτα	συγκεκριμένες	αριθμολέξεις,	και	μόνο	αργότερα	γενικεύουν	τις	
γνώσεις	 τους	 στην	 υπερκείμενη	 κατηγορία	 των	 αριθμών.	 Το	 παιδί	 αποκτά	 τις	
βαθιές	αριθμητικές	 έννοιες	 (π.χ.	 πληθικότητα,	 ισοπληθικότητα,	αναδρομικότητα)	
κατά	τη	διάρκεια	απόδοσης	νοήματος	στις	εν	λόγω	αριθμολέξεις	και	πρόσκτησης	
των	αριθμητικών	εννοιών	(Sarnecka	&	Wright,	2013).		

Ο	 φυσικός	 αριθμός	 αποτελεί	 μια	 πολυδιάστατη	 μαθηματική	 έννοια.	 Οι	
περισσότερες	 προσεγγίσεις	 της	 πρώτης	 αρίθμησης	 αγνοούν	 ένα	 από	 τα	
θεμελιώδη	 γνωρίσματα	 του	 αριθμού:	 την	 ανάλυση	 του	 αριθμού.	 Οι	 παλιότερες	
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έρευνες	 τονίζουν	 την	 απομνημόνευση	 των	 πράξεων	 (Thorndike,	 1922)	 ή	 τις	
λογικομαθηματικές	δομές	(Piaget	&	Szeminska,	1941/1991).		

Στις	περισσότερες	ερευνητικές	εργασίες	η	άμεση	εκτίμηση,	η	απαρίθμηση	και	
η	 νοερή	 αριθμογραμμή	 κατέχουν	 προνομιακή	 θέση	 (Jordan,	 2007	 -	 Demetriou,	
2009).	Παρά	 τις	 επιμέρους	διαφορές	 τους,	η	προφορική	αριθμοακολουθία	και	η	
νοερή	 αρίθμηση	 είναι	 τόπος	 σύμπλευσης	 για	 πολλούς	 ερευνητές	 (Gelman	 &	
Gallistel,	1978	-	Hughes,	1986	-	Fuson,	1982	-	Fuson,	1988	-	Resnick	et	al.,	1992	-	
Brown,	2002	-	Verschaffel	et	al.,	2006		-	Corre	&	Carey,	2008	-	Corre	et	al.,	2006).	
Ειδικότερα,	στο	πλαίσιο	του	κονστρουκτιβισμού,	μετά	από	συστηματικές	έρευνες	
διατυπώθηκαν	μοντέλα	για	τα	στάδια	οικοδόμησης	του	αριθμού,	την	ανοδική	και	
καθοδική	αρίθμηση	(Steffe	et	al.,	1982	-	Steffe	et	al.,	1983	-	Wright,	2005)	και	την	
ανάπτυξη	 της	 βάσης	 του	 10	 (Cobb	 &	 Wheatley,	 1988).	 Στο	 πλαίσιο	 αυτών	 των	
ερευνών	 επινοήθηκαν	 ειδικές	 προβληματικές	 καταστάσεις	 με	 κρύψιμο	 (Steffe	&	
Cobb,	1988	-	Steffe,	1991a	-		Steffe,	2004).		

Αναλυτικότερα,	 η	 εν	 λόγω	 ερευνητική	 και	 διδακτική	 προσέγγιση	 των	
αριθμητικών	εννοιών	αμφισβήτησε	έντονα	τη	λογικομαθηματική	προσέγγιση,	που	
ήταν	 η	 επικρατούσα.	 Στην	 πλειονότητα	 των	 περιπτώσεων	 απέρριψε	 τις	
προαριθμητικές	 δραστηριότητες	 και	 κυρίως	 τη	 χρονική	 τους	 πρόταξη	 στη	
διδασκαλία.	Κυοφορήθηκε	στις	ΗΠΑ	κατά	τις	δεκαετίες	του	1970	και	1980.	Έχει	ως	
αφετηρία	 την	 προφορική	 αριθμοακολουθία.	 Η	 απαρίθμηση	 είναι	 η	 βασική	
δεξιότητα	 για	 τον	 προσδιορισμό	 της	 πληθικότητας	 των	 αντικειμένων	 μιας	
συλλογής	 ή	 του	 πλήθους	 των	 νοητών	 αριθμήσιμων	 μονάδων.	 Οι	 συμμετέχοντες	
ερευνητές	 ανακάλυψαν	 τις	 προϋπάρχουσες	 γνώσεις	 και	 τις	 αδίδακτες	 ή	 άτυπες	
στρατηγικές	 που	 φανέρωσαν	 τα	 παιδιά	 της	 προσχολικής	 ηλικίας	 πριν	 ακόμα	
εισαχθούν	 στην	 υποχρεωτική	 εκπαίδευση.	 Αρχικά	 οι	 ερευνητές	 διαπίστωσαν	 ότι	
στην	 προφορική	 απαγγελία	 τα	 αριθμητικά	 (οι	 αριθμολέξεις)	 έχουν	 κυρίως	
σημασία	 τακτικών	 αριθμητικών.	 Στη	 συνέχεια	 μελέτησαν,	 μεταξύ	 άλλων,	 την	
πληθικότητα	 (απόλυτος	 αριθμός),	 τις	 σχέσεις	 μεταξύ	 των	 αριθμών	 της	 λεκτικής	
αριθμοακολουθίας	 και	 τη	 χρήση	 της	 στην	 επίλυση	 λεκτικών	 προβλημάτων.	 Σε	
γενικές	γραμμές	τα	ευρήματα	των	σύγχρονων	ερευνών	δείχνουν	ότι	τα	παιδιά	της	
προσχολικής	 ηλικίας	 έχουν	 περισσότερες	 δυνατότητες	 από	 αυτές	 που	 είχε	
υποτεθεί	παλιότερα.		
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Οι	προαναφερόμενες	επιστημονικές	και	διδακτικές	τάσεις	παραγνωρίζουν	ότι	
ο	 αριθμός	 είναι	 κάτι	 περισσότερο	 από	 την	 πληθική	 και	 τη	 διατακτική	 όψη.	 Στη	
σχολική	 και	 εξωσχολική	 ζωή	 τα	μικρά	παιδιά	 έχουν	 ευκαιρίες	 να	 χρησιμοποιούν	
τους	 αριθμούς	 και	 να	 τους	 σκέπτονται.	 Λιγότερα	 όμως	 γνωρίζουν	 για	 την	
προσθετική	 ανάλυση	 και	 ανασύνθεση	 των	 αριθμών.	 Τα	 τελευταία	 χρόνια	 η	
ανάλυση	 του	 αριθμού	 αποτελεί	 αναπόσπαστο	 μέρος	 των	 πλέον	 σύγχρονων	
αναλυτικών	προγραμμάτων	Μαθηματικών	του	νηπιαγωγείου	σε	διεθνές	επίπεδο	
(Καφούση	&	Σκουμπουρδή,	 2008	-Wright	 et	 al.,	 2007-	 Clements,	 2004	-	 Fuson,	
2004	-	Parks	&	Bridges-Rhoads,	2012).	Η	ανάλυση	και	σύνθεση	αποτελούν	βασικές	
έννοιες	για	τα	Μαθηματικά	των	παιδιών	της	προσχολικής	ηλικίας,	συνδέονται	με	
το	χωρισμό	και	τη	συνένωση	φυσικών	αντικειμένων	κατά	το	καθημερινό	παιγνίδι	
τους	 και	 έχουν	βαρύνουσα	σημασία	 για	 την	 κατανόηση	 των	μεγάλων	 ιδέων	 του	
αριθμού	και	της	γεωμετρίας	 (Parks	&	Blom,	2014	-	Κόσυβας,	2001	-	Κόσυβας	&	
Αναγνώστου,	2014α).		

Ο	 συλλογισμός	 μέρους-όλου	 και	 η	 αρίθμηση	 συνδέονται	 στενά	 με	 την	
αριθμητική	ανάπτυξη	του	παιδιού.	Σύμφωνα	με	όσα	έχουν	προηγηθεί,	η	αρίθμηση	
ως	 μια	 σύνθετη	 γνωστική	 ικανότητα	 έχει	 μελετηθεί	 εκτενώς	 από	 πλήθος	
ερευνητών.	 Σύμφωνα	 με	 την	 προσιτή	 σε	 εμάς	 βιβλιογραφία,	 λίγες	 προσπάθειες	
μελέτης	 έχουν	 γίνει	 για	 τη	 συνάρθρωση	 της	 ανάλυσης	 των	 αριθμών	 με	 την	
αρίθμηση	και	τις	άλλες	αριθμητικές	έννοιες	(Hunting,	2003	-	Kline,	1998).		

Η	 ανάλυση	 και	 σύνθεση	 του	 αριθμού,	 όπως	 έχει	 ήδη	 αναφερθεί,	 εν	 μέρει	
βρίσκει	θεωρητική	στήριξη	στο	έργο	 του	Piaget	παραπέμποντας	στη	λειτουργική	
έννοια	του	αριθμού.	Στον	εν	λόγω	ορισμό	τα	παιδιά	προϋποτίθεται	ότι	είναι	ικανά	
να	προσεγγίζουν	τις	αναλύσεις	ενός	δεδομένου	αριθμού	και	να	τις	αναγνωρίζουν	
μέσα	σε	αυτόν,	ακόμα	κι	αν	δεν	αναφέρεται	ρητά	η	απαίτηση	για	τη	γνώση	των	
αναλύσεών	 του.	 Η	 ανάλυση	 του	 αριθμού	 είναι	 αναγκαία	 για	 τον	 ευέλικτο	
υπολογισμό.	 Για	 παράδειγμα	 τα	 παιδιά	 θα	 πρέπει	 να	 είναι	 σε	 θέση	 να	
αναγνωρίζουν	ότι	το	6	μπορεί	να	χωρίζεται	σε	4	και	2,	σε	5	και	1	ή	σε	3	και	3.	Η	
εγγύηση	για	την	πραγματική	κατανόηση	της	έννοιας	του	αριθμού	είναι	η	επιτυχής	
ανταπόκριση	 των	 παιδιών	 στα	 σχετικά	 πειράματα	 διατήρησης	 και	 εγκλεισμού.	
Όπως	 τονίστηκε	 στο	 οικείο	 κεφάλαιο,	 στις	 έρευνες	 της	 Resnick	 (1983)	 το	 σχήμα	
μέρους-όλου	 κατέχει	 βαρύνουσα	 σημασία.	 Διάφοροι	 ερευνητές	 έχουν	
ενδιαφερθεί	άμεσα	ή	 έμμεσα	 για	προσεγγίσεις	 που	σχετίζονται	 με	 την	ανάλυση	
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και	 σύνθεση	 των	 αριθμών	 (Marton	 &	 Neuman,	 1990	 -	 Brissiaud,	 1994	 -	 Bobis,	
1996	-	Clarke	et	al.,	2006	-	Griffin,	2005	-	Wright	et	al.,	2007).		

Οι	κύριοι	λόγοι	που	θεμελιώνουν	τη	σημασία	της	ανάλυσης	των	αριθμών	στη	
διάρθρωση	και	εξέλιξη	των	αριθμητικών	γνώσεων	των	παιδιών	είναι:	η	πολλαπλή	
και	 ανοιχτή	 προσέγγιση	 (Kosyvas,	 2010b	 -	 Kosyvas,	 2013b),	 η	 διευκόλυνση	 της	
επινόησης	 υπολογιστικών	 στρατηγικών	 με	 πρωτότυπη	 αριθμητική	 σκέψη	 και	 η	
κατανόηση	των	 ιδιοτήτων	των	πράξεων	 (Kosyvas,	2013c),	η	κατανόηση	της	αξίας	
θέσης,	 της	 δομής	 του	 δεκαδικού	 συστήματος,	 και	 της	 επίλυσης	 προβλημάτων	
(Irwin,	 1996	 -	 Cobb	 et	 al.,	 1997-	 Hunting,	 2003	 -	 Baroody,	 2004	 -	 Pepper	 &	
Hunting,	1998	-	Wright	et	al.,	2006	-	Kosyvas,	2009a	-	Kosyvas,	2009b).	Αποτελεί	
πολύτιμη	 βάση	 που	 συνδέεται	 με	 άλλα	 σχήματα	 της	 ποσοτικής	 σκέψης	 όπως	 η	
άμεση	εκτίμηση	και	η	απαρίθμηση	(Fuson	et	al.,	1982	-	Hunting	&	Davis,	1991	-	
Starkey,	1992	-	Dehaene,	1997	-	Demetriou	et	al.,	1991)	και	επίσης	συντείνει	στην	
προαγωγή	 του	 ευέλικτου	 αριθμητικού	 συλλογισμού	 των	 παιδιών	 και	 την	
κατανόηση	άλλων	περισσότερο	προχωρημένων	αριθμητικών	 εννοιών	όπως	 είναι	
το	 κλάσμα,	 το	 ποσοστό,	 η	 πιθανότητα	 και	 ο	 λόγος	 (Payne	 &	 Huinker,	 1993	 -	
McClain	&	Cobb,	1999	-	Baroody,	2004).	Περαιτέρω	ανάπτυξη	και	εμβάθυνση	στις	
πολύμορφες	 και	 πολυσχιδείς	 σχέσεις	 μεταξύ	 των	 αριθμών	 αναδεικνύει	 γόνιμες	
μαθηματικές	ιδέες	που	οργανώνουν	και	συστηματοποιούν	τους	αριθμούς	σε	νέες	
δομές	και	κανονικότητες.		

Σύμφωνα	με	την	πρότασή	μας,	παράλληλα	με	την	αναγνώριση	της	αξίας	των	
πολυποίκιλων	 άτυπων	 βιωματικών	 γνώσεων	 που	 παρέχει	 ο	 πολιτισμός,	
θεωρήσαμε	 ότι	 η	 προοδευτική	 μαθηματικοποίηση	 πρέπει	 να	 συνδέεται	 με	 τα	
Μαθηματικά	 του	 σχολείου.	 Γι’	 αυτό	 αποδεσμευτήκαμε	 από	 τις	 δοκιμασίες	
διατήρησης	και	εγκλεισμού.	Η	απόκτηση	ποικιλίας	εμπειριών	με	τις	αναλύσεις	των	
αριθμών	 ξεχωριστά	 συνεργεί	 στο	 σχηματισμό	 ενός	 σύνθετου	 πλέγματος	 από	
έννοιες,	 πράξεις	 και	 σχέσεις.	 Η	 χρήση	 καθενός	 αριθμού	 σε	 πολλές	 και	
διαφορετικές	 περιπτώσεις	 συντελεί	 στην	 κατάκτηση	 μιας	 ευέλικτης	 έννοιας	 του	
αριθμού	 που	 δεν	 ταυτίζεται	 με	 την	 απαρίθμηση	 (Kline,	 1998).	 Προτείνουμε	 μια	
μέθοδο	προσέγγισης	των	αριθμητικών	εννοιών	στο	περιβάλλον	του	νηπιαγωγείου	
και	των	πρώτων	τάξεων	του	δημοτικού	σχολείου,	η	οποία	βασίζεται	στην	ανάλυση	
του	 ίδιου	 του	 αριθμού.	 Η	 εν	 λόγω	 προσέγγιση	 μπορεί	 να	 στηριχτεί	 στη	
διαμόρφωση	 μιας	 διευκολυντικής	 δέσμης	 πρόσφορων	 διδακτικών	
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δραστηριοτήτων	που	αποβλέπει	 στην	αριθμητική	ανάπτυξη	 των	μικρών	παιδιών	
(Κωτσαλίδου	&	Κόσυβας,	2004	-	Κόσυβας,	2009).	Έχουμε	διαμορφώσει	κατάλληλο	
υλικό	το	οποίο	έχουμε	δοκιμάσει	επί	σειρά	ετών,	τόσο	στο	νηπιαγωγείο	όσο	και	
στην	Α΄	τάξη	του	δημοτικού	σχολείου	(Κόσυβας,	2001	-	Κόσυβας	&	Αναγνώστου,	
2014α,	2014β,	2014γ	και	2014δ).	Τα	αποτελέσματα	των	πειραματικών	εφαρμογών	
είναι	ενθαρρυντικά.		

Έχουμε	τη	γνώμη	ότι	η	ανάλυση	και	ανασύνθεση	των	αριθμών	εμπλουτίζει	και	
επεκτείνει	 τις	 στρατηγικές	 που	 επινοούν	 τα	 νήπια	 στη	 λύση	 προβλημάτων.	 Το	
πλούσιο	και	διαπτυσσόμενο	δίκτυο	των	ιδεών	που	συνδέονται	με	τους	αριθμούς	
διαφυλάσσει	 αλλά	 ταυτόχρονα	 υπερβαίνει	 τις	 κατακτήσεις	 της	 αρίθμησης	
(Kosyvas,	2010a	-	Κόσυβας,	2012).	Σε	καταστάσεις	γνήσιου	προβληματισμού	και	
ενεργητικής	γνωστικής	επικοινωνίας	η	αρίθμηση	δεν	είναι	η	μόνη	στρατηγική	που	
επιστρατεύουν	 τα	 παιδιά.	 Καθώς	 τα	 μικρά	 παιδιά	 είναι	 απορροφημένα	 από	
δραστηριότητες	 απαρίθμησης	 ποτέ	 δε	 σκέφτονται	 ότι	 οι	 συλλογές	 που	
καταμετρούν	 μπορεί	 να	 απαρτίζονται	 από	 δύο	 συνθετικά	 μέρη,	 ούτε	 τις	
πληθικότητες	 αυτών	 των	 μερών.	 Η	 μακροχρόνια	 και	 αποκλειστική	 προσκόλλησή	
τους	στη	μονοτονία	της	αρίθμησης	μπορεί	να	στεγνώσει	τη	βιωματική	της	αξία	και	
να	 αδυνατίσει	 την	 προοπτική	 ανάδυσης	 νέων	 γόνιμων	 ιδεών.	 Επιπλέον	 η	
απαρίθμηση	 δεν	 είναι	 αρκετή	 για	 την	 κατανόηση	 του	 αριθμητικού	 συστήματος	
από	 τα	 παιδιά	 (Nunes	 &	 Bryant,	 1996).	 Η	 ενεργητική	 εκμαίευση	 αριθμητικών	
ποσοτήτων	 από	 το	 βιωματικό	 κόσμο	 σε	 συνδυασμό	 την	 ευέλικτη	 ανάλυση	 και	
ανασύνθεση	 των	αριθμών	ενθαρρύνουν	 τη	 χρήση	στρατηγικών	συλλογισμού	και	
όχι	 απομνημόνευσης.	 Καθώς	 τα	 παιδιά	 επινοούν	 προοδευτικά	 νέες	 ποσοτικές	
δομές	και	κανονικότητες,	καθώς	εφευρίσκουν	και	οικοδομούν	όλο	και	πιο	λεπτές	
και	διαφοροποιημένες	σχέσεις	μεταξύ	των	αριθμών,	εμβαθύνουν	στην	κατανόηση	
αναπτύσσοντας	περαιτέρω	τη	μαθηματική	τους	σκέψη.	Αρκεί	να	εξασφαλίσουμε	
ένα	μαθησιακό	περιβάλλον,	 πλούσιο	 και	 ευχάριστο,	 που	αμβλύνει	 και	 μετριάζει	
τις	εννοιολογικές	διαφορές	ανάμεσα	στις	ελεγμένες	μαθηματικές	γνώσεις	και	τις	
πρότερες	άτυπες	εμπειρίες,	καλλιεργώντας	την	αβίαστη	και	σύμμετρη	μετεξέλιξή	
τους.	 Η	 συνέργεια	 και	 συνεπικουρία	 ενός	 τέτοιου	 περιβάλλοντος	 τονώνει	 τα	
κίνητρα	 των	 παιδιών,	 διεγείρει	 τη	 φαντασία	 και	 κεντρίζει	 το	 ενδιαφέρον	 τους,	
υποκινεί	τη	διαρκή	χαρά	και	απόλαυση	και	τα	ενθαρρύνει	ακατάπαυστα	να	δουν	
τα	Μαθηματικά	ως	μέρος	της	καθημερινής	τους	ζωής.	

	



 150	

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ	
Bang,	V.	(1989).	Bases	psychologiques	de	l’initiation	scientifique	aux	enfants	de	7	a	

12	ans.	Au:	A.	Giordan	 (Ed),	Psychologie	génétique	et	didactique	des	 sciences	
(pp.	25-52).	Paris:	Peter	Lang.	

Barker,	L.	(2009).	Ten	is	the	magic	Number.	Teaching	Children	Mathematics,	15(6),	
337-345.	

Baroody,	A.	J.	(1986).	Basic	counting	principles	used	by	mentally	retarded	children.	
Journal	for	Research	in	Mathematics	Education,	17,	382–389.	

Baroody,	 A.	 J.	 (1987).	 Children’s	 mathematical	 thinking:	 A	 developmental	 frame	
work	 for	 preschool,	 primary,	 and	 special	 education	 teachers.	 New	 York:		
Teachers	College	Press.	

Baroody,	 A.	 J.	 (1992).	 The	 development	 of	 kindergartners’	 mental-addition	
strategies.	Learning	and	Individual	Differences,	4,	215–235.	

Baroody,	 A.	 J.	 (2004).	 The	 developmental	 bases	 for	 early	 childhood	 number	 and	
operations	 standards.	 In	 D.	 Η.	 Clements	 &	 J.	 Sarama	 (Eds.),	 Engaging	 Young	
Children	in	Mathematics:	Standards	for	Early	Childhood	Mathematics	Education	
(pp.	173-219).	Mahwah,	NJ:	Lawrence	Erlbaum	Associates.	

Baroody,	A.	J.,	&	Price,	J.	(1983).	The	development	of	the	number-word	sequence	
in	 the	 counting	 of	 three-year-olds.	 Journal	 for	 Research	 in	 Mathematics	
Education,	14,	361–368.	

Baroody,	 A.	 J.,	 Lai,	 M.-L.,	 Li,	 X.,	 &	 Baroody,	 A.	 E.	 (2009).	 Preschoolers’	
understanding	 of	 subtraction-related	 principles.	 Mathematics	 Thinking	 and	
Learning,	11,	41–60.	

Bauersfeld,	H.	 (1995).	The	structuring	of	structures:	Development	and	function	of	
mathematizing	as	a	social	practice.	In	L.	P.	Steffe	&	J.	Gale	(Eds),	Constructivism	
in	Education	(pp.137-158).	Hillsdale,	NJ:	Lawrence	Erlbaum	Associates.	

Beauverd,	B.	(1964).	Avant	le	calcul.	Neuchâtel	:	Delachaux	et	Niesté.	

Bobis,	 J.	 (1996).	 Visualisation	 and	 the	 development	 of	 number	 sense	 with	
kindergarten	 children.	 In	 J.	 T.	 Mulligan	 &	 M.	 Mitchelmore	 (Eds.),	 Children's	
number	learning	(pp.	17-34).	Adelaide:	AAMT.	

Boule,	F.	(1989).	La	construction	des	nombres.	Paris:	Armand	Colin.	



151	
 

Brachet,	 F.,	 &	 Delaunay,	 H.	 C.	 E.	 (1955).	 L'activité	 pédagogique:	 L'enfant	 et	 le	
nombre.	Paris:	Didier.	

Brainerd,	 C.-J.	 (1982).	 Mathematical	 and	 behavioral	 foundation	 of	 number.	 The	
journal	of	General	Psychology,	1973,	88,	221-28.		

Briars,	 D.-J.,	 &	 Larkin,	 J.	 H.	 (1984).	 An	 integrated	 model	 of	 skill	 in	 solving	
elementary	word	problems.	Cognition	and	Instruction,	1,	245-296.		

Briars,	 D.-J.,	 &	 Siegler,	 R.-S.	 (1984).	 A	 featural	 analysis	 of	 preschoolers’	 counting	
knowledge.	Developmental	Psychology,	20(4),	607-618.	

Brissiaud,	R.	(1989).	Comment	les	enfants	apprennent	à	calculer.	Au-delà	de	Piaget	
et	de	la	théorie	des	ensembles.	Paris:	Retz.	

Brissiaud,	R.	(1991).	Calculer	et	compter	de	la	petite	section	à	la	grande	section	de	
maternelle.	Grand	N,	49,	37-48,	IREM	de	Grenoble.	

Brissiaud,	R.	(1991).	Un	outil	pour	construire	le	nombre:	Les	collections-temoins	de	
doigt.	Au	J.	Bideaud,	Cl.	Meljac	&	J.-P.	Fisher	(éd.),	Les	Chemins	du	Nombre	(pp.	
59-90).	Presses	Universitaires	de	Lille.	

Brissiaud,	R.	(1994).	L’acquisition	de	connaissances	numériques.	Ιn	:	R.	Ghiglione	et	
J.-F.	Richard	(Eds.),	Cours	de	psychologie,	3,	Champs	et	théories.	Paris	:	Éditions	
Dunod.	

Brown,	M.	 (2002).	 Researching	 primary	 numeracy.	 In:	 A.	 D.	 Cockburn	&	 E.	 Nardi	
(Eds.),	Proceedings	 of	 the	 26th	 Conference	 of	 the	 International	Group	 for	 the	
Psychology	of	Mathematics	Education	 (Vol.	1,	pp.	15-30).	Norwich:	University	
of	East	Anglia.	

Carpenter,	T.	P.,	&	Moser	J.	M.	(1983).	The	acquisition	of	addition	and	subtraction	
concepts.	In:	R.	Lesh	&	M.	Landau	(Eds.),	Acquisition	of	Mathematics:	Concepts	
and	Processes	(pp.	7-44).	New	York:	Academic	Press.		

Carpenter,	T.,	Ansell,	E.,	Franke,	M	.	L.,	Fennema,	E	.,	Weisbeck,	L.	(1993).	A	study	
of	 kindergarten	 children’s	 problem	 solving	 processes.	 Journal	 for	 Research	 in	
Mathematics	Education,	24,	428-441.	

Carraher,	T.	N.,	&	Schliemann,	A.	D.	(1990).	Knowledge	of	the	Numeration	system	
among	 pre-schoolers.	 In:	 L.-	 P.	 Steffe	&	 T.	Wood	 (Eds.)	 (1990).	 Transforming	
children’s	counting	mathematics	education:	International	perspectives	(pp.	135-
141).	Hillsdale:	LEA	publichers.		



 152	

Chi,	 M.T.H.	 &	 Klahr,	 D.	 (1975).	 Span	 and	 rate	 of	 apprehension	 in	 children	 and	
adults.	Journal	of	Experimental	Child	Psychology,	19,	434-439.	

Churchill,	 E.	 M.	 (1961).	 Counting	 and	 measuring.	 Tornto:	 university	 of	 Toronto	
Press.		

Clarke,	 B.,	 Clarke,	 D.,	 &	 Cheeseman	 J.	 (2006).	 The	Mathematical	 Knowledge	 and	
Understanding	 Young	 Children	 Bring	 to	 School.	 Mathematics	 Education	
Research	Journal	2006,	18	(1),	78–102.		

Clements,	D.	H.	(1984).	Training	effects	on	the	development	and	generalization	of	
Piagetian	logical	operations	and	knowledge	of	number.	Journal	of	Educational	
Psychology,	76,	766-776.	

Clements,	D.	H.	(2004).	Major	Themes	and	Recommendations.	In	D.	Η.	Clements	&	
J.	Sarama	(Eds.),	Engaging	Young	Children	in	Mathematics:	Standards	for	Early	
Childhood	Mathematics	Education	(pp.	7-72).	Mahwah,	NJ:	LEA	publichers.	

Clements,	 D.	 H.,	 &	 Sarama,	 J.	 (2009).	 Learning	 and	 teaching	 early	 math,	 The	
learning	trajectories	approach.	New	York:	Routledge.	

Cobb,	P.	 (1986).	An	 investigation	 into	 the	 sensori-motor	and	conceptual	origin	of	
the	basic	addition	 facts.	Proceedings	of	 the	 tenth	 international	conference	 for	
the	Psychology	of	Mathematics	Education	(pp.	146-147).	London:	University	of	
London	Institute	of	Education.	

Cobb,	P.	(1987).	An	analysis	of	three	models	of	early	number	development.	Journal	
for	Research	in	Mathematics	Education,	18,	163-179.	

Cobb,	P.,	&	Wheatley,	G.	(1988).	Children’s	initial	understandings	of	ten.	Focus	on	
Learning	Problems	in	Mathematics,	10,	1-28.	

Cobb,	 P.,	 Boufi,	 A.,	 McClain,	 K.,	 Whitenack,	 J.	 (1997).	 Reflective	 discourse	 and	
collective	 reflection.	 Journal	 for	Research	 in	Mathematics	Education,	 28,	261-
265.	

Cooper,	 R.	 G.	 Jr.	 (1984).	 Early	 number	 development:	 Discovering	 number	 space	
with	addition	and	subtraction.	In	Sophian	C.	(Ed),	Origins	of	cognitive	skills	(pp.	
157-192).	Hillsdale,	NJ:	LEA	Publichers.	

Corre,	M.,	&	Carey,	S.	(2007).	One,	two,	three,	four,	nothing	more:	An	investigation	
of	 the	 conceptual	 sources	 of	 the	 verbal	 counting	 principles.	 Cognition	 105,	
395–438.	



153	
 

Corre,	M.,	&	Carey,	S.	 (2008).	Why	the	verbal	counting	principles	are	constructed	
out	of	representations	of	small	sets	of	individuals:	A	reply	to	Gallistel.	Cognition	
107,	650–662.	

Corre,	 M.,	 Van	 de	 Walle,	 G.,	 Brannon,	 E.,	 &	 Carey,	 S.	 (2006).	 Re-visiting	 the	
competence/performance	debate	in	the	acquisition	of	the	counting	principles.		
Cognitive	Psychology,	52,	130–169.		

Court,	S.	R.	A.	 (1920).	Numbers,	time,	and	space	 in	the	first	 five	years	of	a	child’s	
life.	Pedagogical	Seminary,	27,	71-89.		

Cowan,	R.	(1987).		When	do	children	trust	counting	as	a	basis	for	relative	number	
judgements?		Journal	of	Experimental	Child	Psychology,	43,	328-345.	

Cowan,	R.,	Al-Zubaidi,	A.	S.,	&	Foster,	C.	A.	(1993).	Encouraging	children	to	count.		
British	Journal	of	Developmental	Psychology,	11,	411-420.	

Cramaussel,	 E.	 (1908).	 Le	 premier	 éveil	 intellectuel	 de	 l’enfant.	 Montpellier:	
L’abeille.		

Davis,	 R.	 B.,	&	Perusse,	R.	 (1988).	Numerical	 competence	 in	 animals:	Definitional	
issues,	 current	 evidence,	 and	 a	 new	 research	 agenda.	 Behavioral	 and	 Brain	
Sciences,	11,	561-579.	

Decroly,	O.	&	Degand,	J.	(1912).	Observations	relatives	à	l’évolution	des	notions	des	
quantités	continues	et	discontinues	chez	l’enfant.	Archives	de	Psychologie,	12,	
81-121.		

Dehaene,	S.	(1997).	The	number	sense:	How	the	mind	creates	mathematics.	Oxford:	
Oxford	University	Press.	

Demetriou,	A.	(2009).	The	architecture	and	development	of	mathematical	thought.	
In	 M.	 Tzekaki,	 M.	 Kaldrimidou,	 Sakonidis	 H.	 (Eds.),	 Proceedings	 of	 the	 33rd	
Conference	 of	 the	 International	 Group	 for	 the	 Psychology	 of	 Mathematics	
Education,	Vol.	1,	(pp.	5-22).	Thessaloniki,	Greece:	PME.		

Demetriou,	 A.,	 Platsidou,	 M.,	 Efklides,	 A.,	 Metallidou,	 Y.,	 &	 Shayer,	 M.	 (1991).	
Structure	 and	 sequence	of	 the	quantitative-relational	 abilities	 and	processing	
potential	 from	 childhood	 and	 adolescence.	 Learning	 and	 Instruction:	 The	
Journal	of	 the	European	Association	 for	Research	on	Learning	and	 Instruction,	
1,	19-44.	

Descoeudres,	 A.	 (1921).	 Le	 développment	 de	 l’	 enfant	 de	 deux	 a	 sept	 ans.	
Paris	et	Neuchâtel:	Delachaux	et	Niestlé.		



 154	

Doise,	 W.	 &	 Mugny,	 G.	 (1981).	 Le	 développement	 social	 de	 l’intelligence.	 Paris:	
Interéditions.	

Dowker,	A.	(2014).	Young	children’s	use	of	derived	fact	strategies	for	addition	and	
subtraction.	Frontiers	in	Human	Neuroscience,	7,	1-9.		

Dubois,	 C.,	 &	 Fenichel,	 M.	 Pauvert	 (1993).	 Se	 former	 pour	 enseigner	 les	
mathématiques,	2.	Maternelle,	grandeur	et	mesure.	Paris:	Colin.	

Easey,	 J.	 (1983).	 A	 Japanese	 approach	 to	 Arithmetic.	 For	 the	 Learning	 of	
Mathematics,	3(3),	9-14.	

Ekeblad,	 E.	 (1993).	 Arithmetic	 Without	 Reading:	 Children	 Interpreting	
Representations	 of	 Part-Whole	 Relations,	 Computers	 in	 Human	 Behavior,	 9,	
213-225.		

Fayol,	 M.	 (1990).	 L'enfant	 et	 le	 nombre,	 du	 comptage	 a	 la	 résolution	 des	
problèmes.	Delachaux	et	Niestlé,	Neuchâtel-Paris.	

Fischer,	 F.	 E.	 (1990).	 A	 part-part-whole	 curriculum	 for	 teaching	 number	 in	 the	
kindergarten.	Journal	for	Research	in	Mathematics	Education,	21	(3),	207-215.	

Fischer,	 J.-P	 (1991).	 Le	 subitizing	 et	 la	 discontinuité	 après	 3.	 Au	 J.	 Bideaud,	 Cl.	
Meljac,	 &	 J.-P.	 Fisher	 (éd.),	 Les	 Chemins	 du	 Nombre	 (pp.	 235-258).	 Presses	
Universitaires	de	Lille.	

Fischer,	 J.-P.	 (1981).	 Développement	 et	 fonctions	 du	 comptage	 de	 3	 a	 6	 ans,	
Recherches	en	didactique	des	mathématiques,	2-3,	277-302.	Grenoble:	éditions	
la	pensée	sauvage.	

Fischer,	 J.-P.	 (1992).	 Apprentissages	 numériques,	 la	 distinction	 procédural/	
déclaratif.	Presses	Universitaires	de	Nancy.	

Fischer,	 J.-P.(1984).	 La	 dénomination	 des	 nombres	 par	 l'enfant.	 Strasbourg:	 IREM	
de	Strasbourg.	

Folk,	C.-L.,	Egeth,	H.,	&	Kwak,	H.-W.	(1988).	Subitizing:	direct	apprehension	or	serial	
processing?	Perception		&	Psychophysics,	44,	313-320.	

Freudenthal,	 H.	 (1983).	 Didactical	 Phenomenology	 of	 Mathematical	 Structures	
(Hardboynd).	Kluwer	Academic	Publishers.		

Fuson,	K.	C.	(1991).	Relations	entre	comptage	et	cardinalité	chez	enfants	de	2	à	8	
ans.	Au	 J.	 Bideaud,	 Cl.	Meljac,	 J.-P.	 Fisher	 (éd.),	 Les	 Chemins	 du	Nombre	 (pp.	
159-182).	Presses	Universitaires	de	Lille.	



155	
 

Fuson,	 K.	 C.,	 &	 Kwon,	 Y.	 (1991).	 Systèmes	 de	 mots-nombres	 et	 autres	 outils	
culturels:	effets	sur	les	premiers	calculs	de	l’enfant.	Au	J.	Bideaud,	Cl.	Meljac,	&		
J.-P.	Fisher	(éd.),	Les	Chemins	du	Nombre	(pp.	351-376).	Presses	Universitaires	
de	Lille.	

Fuson,	K.	C.,	Lyons,	B.	G.,	Pergament,	G.	G.,	Hall,	J.	W.,	&	Kwon,	Y.	(1988).	Effects	of	
collection	terms	on	class-inclusion	and	on	number	tasks.	Cognitive	Psychology,	
20,	96-120.	

Fuson,	K.-C	 (1992).	Research	on	whole	number	addition	and	 subtraction.	 In	D.	A.	
Grouws	(Ed.),	Handbook	on	Research	on	Mathematics	teaching	and	learning,	a	
project	 of	 National	 Council	 of	 teachers	 of	 Mathematics	 (pp.	 243-274).	 New	
York:	Macmillan	Publishing	Company.	

Fuson,	 K.-C.	 &	Willis,	 G.-B.	 	 (1988).	 Subtracting	 by	 counting	 up:	 More	 evidence.	
Journal	for	Research	in	Mathematics	Education,	19,	402-420.	

Fuson,	K.-C.	(1982).	An	analysis	of	the	couting-on	solution	procedure	in	addition,	in:	
T.	-P.	Carpenter,	J.	-M.	Moser,	&	T.	A.	Romberg	(Eds.),	Addition	and	subtraction:	
a	cognitive	perspective	(pp.	67-81).	Hillsdale,	N.J.:	LEA	Publichers.			

Fuson,	K.-C.	(1986).	Teaching	children	to	subtract	by	counting.	Journal	for	Research	
in	Mathematics	Education,	17(3),	172-189.		

Fuson,	K.C.	(1988).	Children’s	counting	and	concepts	of	number.	New	York:	Springer	
-Verlang.	

Fuson,	K.C.	(2004).	Pre-K	to	Grade	2	Goals	and	Standards:	Achieving	21st-Centoury	
Mastery	for	All.	In	D.	Η.	Clements,		&	J.	Sarama	(Eds.),	Engaging	Young	Children	
in	 Mathematics:	 Standards	 for	 Early	 Childhood	 Mathematics	 Education	 (pp.	
105-148).	Mahwah,	NJ:	LEA	Publichers.	

Fuson,	K.C.,	&	Hall,	J.	W.	(1983).	The	acquisition	of	early	number	word	meanings.	A	
conceptual	 analysis	 and	 review.	 In	 H.	 P.	 Ginsburg	 (Ed.),	 The	 development	 of	
mathematical	thinking	(pp.	49-107).	NY:	Academic	press.	

Fuson,	K.-C.,	&	Secada,	W.-G.		(1986).	Teaching	children	to	add	by	counting	on	with	
finger	patterns.	Cognition	and	Instruction,	3,	229-260.		

Fuson,	K.C.,	Richards,	G.,	&	Briars,	D.-G.	(1982).	The	acquisition	and	elaboration	of	
the	 number	 word	 sequence.	 In:	 C.	 Brainerd	 (Ed),	 Progress	 in	 cognitive	
development:	Children’s	logical	and	mathematicalcognition,	1.	(pp.	33-92).	New	
York:	Springer	-Verlang.	



 156	

Fuson,	 K.C.,	 Secada,	 W.G.,	 &,	 Hall,	 J.	 W.	 (1983).	 Matching	 counting	 and	
conservation	of	numerical	equivalence.	Child	Development,	54,	91-97.	

Gallistel,	 C.-R.	 (1988).	 Counting	 versus	 subitizing	 versus	 the	 sense	 of	 number,	
Behavioral	and	Brain	Sciences,	11(4),	585-586.	

Gallistel,	 C.-R.	 (1989).	 Animal	 cognition:	 the	 representation	 of	 space,	 time,	 and	
number.	Annual	Review	of	Psychology,	40,	155-189.	

Gattegno,	 C.,	 Piaget,	 J.,	 Beth,	 E.-W.,	 Dieudonne,	 J.,	 Lichnerowicz,	 A.,	 Choquet,	 G.	
(1965).	L’enseignement	des	mathématiques,	nouvelles	perspectives.	Neuchâtel-
Paris:	Delachaux	et	Niestlé.	

Gelman,	 R.	 &	 Meck,	 E.	 (1983).	 Preschooler’s	 counting:	 Principles	 before	 skill.	
Cognition,	13,	343-359.	

Gelman,	R.	&	Meck,	E.	(1991).	Premiers	principes	et	conceptions	du	nombre.	Au	J.	
Bideaud,	Cl.	Meljac,	&	J.-P.	Fisher	(Ed.),	Les	Chemins	du	Nombre	(pp.	211-234).	
Presses	Universitaires	de	Lille.	

Gelman,	 R.	 &	 Tucker,	 M.F.	 (1975).	 Further	 investigations	 of	 the	 young	 child’s	
conception	of	number.	Child	Development,	46,	167-175.	

Gelman,	R.	(1982).	Accessing	one-to-one	correspondence:	Still	another	paper	about	
conservation.	British	Journal	of	Psychology,	73,	209-220.	

Gelman,	R.	(1983).	Les	bébés	et	le	calcul,	La	recherche,	14,	1382-1389.	

Gelman,	 R.,	 &	 Gallistel,	 G.	 R.	 (1978).	 The	 children’s	 understanding	 of	 number.	
Cambridge	M.	A.:	Harvard	University	Press.		

Gréco,	P.	(1962).	Quantité	et	quotité:	nouvelles	recherches	sur	 la	correspondance	
terme	à	terme	et	la	conservation	des	ensembles.	In:	P.	Gréco	&	A.	Morf	(Eds.),	
Structures	numériques	élémentaires	(pp.	1-70).	PUF,	Paris.			

Griffin,	S.	(2004).	Teaching	Number	Sense.	Educational	Leadership	61.	39–42.	

Griffin,	 S.	 (2005).	 Fostering	 the	 Development	 of	Whole-Number	 Sense:	 Teaching	
Mathematics	 in	 the	 Primary	Grades.	 In	 National	 Research	 Council	 (Ed.),	How	
students	 learn	mathematics	 in	 the	classroom	 (pp.257-308).	Washington	D.	C.:	
The	National	Academies	Press.		

Guignard,	N.	(1982).	Les	chemins	de	traverse	de	la	mathématique.	Genève:	SRP.	



157	
 

Hatano,	G.	 (1982).	Learning	to	add	and	subtract:	A	Japanese	prospective.	 In:	T.	P.	
Carpenter,	 J.	M.	Moser,	 &	 T.-A.	 Romberg	 (Eds.),	Addition	 and	 subtraction:	 A	
cognitive	perspective	(pp.	211-223).	Hillsdale:	LEA	Publishers.	

Herscovics,	N,	Bergeron,	J.C.,	&	Bergeron,	A.	(1986).	The	kindergarten's	perception	
of	 the	 under	 various	 of	 number	 various	 transformations.	 In	 G.	 Lappen,	 &	 R.	
Evan	 (Eds.),	 Proceedings	 of	 the	 8th	 Annual	 meeting	 of	 the	 North	 American	
Chapter	for	the	Psychology	of	Mathematics	Education	(pp.	28-34),	East	Lansing,	
Mich.:	PME.	

Hoopen,	G.	&	Vos,	J.	(1979).	Effect	on	numerosity	judgment	of	grouping	of	tones	by	
auditory	channels,	Perception	&	Psychophysics,	Vol.	26	(5),	374-380	

Hughes,	 M.	 (1986).	 Children	 and	 Number,	 Difficulties	 in	 learning	 mathematics.	
Oxford:	Basil	Blackwell.		

Hundeide,	K.	 (1977).	Piaget	 i	kritisk	 lys.	Trondheim:	Cappelens	 (Piaget	 in	a	critical	
light).		

Hunting,	R.	P.	(2003).	Part-whole	number	knowledge	in	preschool	children.	Journal	
of	Mathematical	Behavior,	22,	217-235.		

Hunting,	 R.	 P.,	 &	 Davis,	 G.	 (Eds.).	 (1991).	 Early	 fraction	 learning.	 New	 York:	
Springer-Verlag.	

Husserl,	E.	(1891/2003).	Philosophy	of	Arithmetic.	Τrans.	Dallas	Willard.	Dordrecht:	
Kluwer.	

Irwin,	K.	C.	(1996).	Children's	understanding	of	the	principles	of	compensation	and	
covariation	 in	 part-whole	 relationships.	 Journal	 for	 Research	 in	Mathematics	
Education,	27,	25-40.	

Irwin,	K.	C.,	&	Britt,	M.	S.	(2004).	Operating	with	decimal	fractions	as	a	part-whole	
concept.	In	I.	Putt,	R.	Faragher	&	M.	McLean	(Eds.),	Mathematics	education	for	
the	 third	 millennium:	 Towards	 2010	 (Proceedings	 of	 the	 27th	 annual	
conference	of	the	Mathematics	Education	Group	of	Australasia	(pp.	312-319).	
Sydney:	MERGA.		

Irwin,	 K.,	 &	 Britt,	 M.	 (2005).	 The	 algebraic	 nature	 of	 students’	 numerical	
manipulation	 in	 the	 New	 Zealand	 Numeracy	 Project.	 Educational	 Studies	 in	
Mathematics,	58,	169-188.	

Jordan,	N.	C.	(2007).	The	need	for	number	sense,	Educational	leadership,	65(2),	63–
66.	



 158	

Kaufmann,	 E.-L.,	 Lord,	 M.-W,	 Reese,	 T.-W.,	 &	 Volkmann,	 J.	 (1949).	 The	
discrimination	of	visual	number,	American	Journal	of	Psychology,	62,	498-525.	

Klahr,	D.	&	Wallace,	J.-G.	(1976).	Cognitive	development:	An	information	processing	
view.	Hillsdale,	NJ.:	LEA	Publichers.		

Klein	 J.	 (1968).	Greek	mathematical	 thought	and	the	origin	of	algebra.	New	York:	
Dover	Publications.	

Kline	 K.	 (1998).	 Kindergarden	 is	 more	 than	 coynting.	 Teaching	 Children	
Mathematics,	5(2),	84-87.	

Kosyvas,	 G.	 (2009a).	 Number	 analysis	 and	 solution	 of	 addition	 and	 subtraction	
problems	 in	 6-year-old	 children.	 In:	 A.	 Gagatsis,	 &	 S.	 Grozdev	 (Eds.),	
Proceedings	 of	 the	 6th	Mediterranean	Conference	 on	Mathematics	 Education	
(pp.	 439-450).	 Plovdiv,	 Bulgaria:	 Cyprus	 Mathematical	 Society,	 University	 of	
Plovdiv.	

Kosyvas,	 G.	 (2009b).	 Number	 analysis	 in	 the	 kindergarten.	 In	 M.	 Tzekaki,	 M.	
Kaldrimidou,	&	C.	 Sakonidis	 (Eds.),	Proceedings	of	 the	33rd	Conference	of	 the	
International	 Group	 for	 the	 Psychology	 of	Mathematics	 Education,	 Vol.	 5,	 (p.	
465).	Thessaloniki,	Greece:	PME.	

Kosyvas,	G.	(2010b).	Problèmes	ouvertes:	notion,	catégories	et	difficultés,	Annales	
de	Didactique	et	des	Sciences	cognitives,	15,	IREM	de	Strasbourg,	43-71.	

Kosyvas,	 G.	 (2011).	 The	 number	 analysis	 approach	 in	 6-year-old	 children.	
Contributions	 to	 Mathematics	 Teaching,	 1(1-2),	 21-28.	
(http://journalshub.com/mrp-admin/journal/pdf/4--ijcmt.pdf	).	

Kosyvas,	G.	(2013a).	Pratiques	pédagogiques	de	problèmes	ouverts	dans	un	collège	
expérimental	à	Athènes.	Repères-IREM,	91,	25-50.	

Kosyvas,	 G.	 (2013b).	 Problèmes	 ouverts	 dans	 la	 classe.	 International	 Journal	 for	
Mathematics	in	Education	(HMS	iJME),	5,	46-83.	Athens.		

Kosyvas,	G.	(2013c).	Originality	and	beauty	of	arithmetic	reasoning.	Mediterranean	
Journal	for	Research	in	Mathematics	Education,	12,	1-2,	23-37.	

Kosyvas,	G.	 (2010a).	Dépassement-maintien	du	comptage	au	cours	de	 l’analyse	et	
de	 la	 synthèse	 des	 nombres	 a	 l’école	 maternelle:	 QRDM,	 20,	 40-52,	
http://math.unipa.it/~grim/QRDM_Kosyvas_20_2010.pdf.	



159	
 

Krutetskii,	V.	A.	(1976).	The	Psychology	of	mathematical	abilities	in	schoolchildren.	
Chicago:	University	of	Chicago	Press.	

Lemaire,	P.	&	Callies,	S.	(2009).	Children’s	strategies	in	complex	arithmetic.	Journal	
of	Experimental	Child	Psychology,	103,	49–65.	

Lemonidis,	Ch.	(2003).	L’enseignement	des	premières	notions	arithmétiques	selon	
l’analyse	des	différentes	représentations	des	quantités.	Annales	de	Didactiques	
et	de	Sciences	Cognitives,	9,	(partie	2)	des	actes	du	colloque	Argentoratum	2002	
(pp.	103-117),	IREM	de	Strasbourg.	

Mandler,	 G.,	 &	 Shebo,	 B.	 J.	 (1982).	 Subitizing:	 An	 analysis	 of	 its	 component	
processes.	J.	Exp.	Psychol.	Gen.	11:	1–22.		

Markman,	 E.	 M.	 (1973).	 Facilitation	 of	 part-whole	 comparisons	 by	 use	 of	 the	
collective	noun	"family."	Child	Development,	44,	837-840.		

Markman,	E.	M.,	&	Siebert,	J.	(1976).	Classes	and	collections:	internal	organization	
and	resulting	holistic	properties.	Cognitive	Psychology,	8,	561–577.	

Markman,	 E.	 M.,	 (1979),	 Classes	 and	 collections:	 Conceptual	 organization	 and	
numerical	abilities.	Cognitive	Psychology,	11,	395-411.		

Martin,	R.,	Cirino,	P.,	Sharpa,	C.,	&	Barnes,	M.	(2014).	Number	and	counting	skills	in	
kindergarten	 as	 predictors	 of	 grade	 1	 mathematical	 skills.	 Learning	 and	
Individual	Differences,	34,	12–23.	

Marton,	F.,	&	Neuman,	D.	 (1990).	Constructivism,	Phenomenology,	and	the	origin	
of	 arithmetic	 skills.	 In:	 L.-P.	 Steffe,	&	 T.	Wood	 (Eds.),	Transforming	 children’s	
counting	 mathematics	 education:	 International	 perspectives	 (pp.	 62-75).	 LEA	
Publishers.	

McClain,	K.,	&	Cobb,	P.	(1999).	Patterning	and	partitioning:	Early	number	concepts.	
In	J.	Copley	(Ed.),	Mathematics	 in	the	early	years	(pp.	112	–	118).	Reston,	VA:	
National	Council	of	Teachers	of	Mathematics.	

McGarrigle,	 J.,	 Grieve,	 R.,	 &	 Hughes,	 M.	 (1978).	 Interpreting	 inclusion:	 a	
contribution	 to	 the	 study	 of	 the	 child’s	 cognitive	 and	 linguistic	 development.	
Journal	of	Experimental	Child	Psychology,	26,	528–550.	

McLellan,	 J.	 A.	&	Dewey,	 J.	 (1908,	 originally	 published	 1895).	The	 	 Psychology	 of	
Number.	New	York:	Appleton	and	company.	



 160	

Meljac,	C.	(1979).	Décrire,	agir	et	compter:	L’enfant	et	le	dénombrement	spontané.	
Paris:	PUF.	

Michie,	S.	 (1984).	Why	preschoolers	are	 reluctant	 to	count	spontaneously.	British	
Journal	of	Developmental	Psychology,	2,	347-358.	

Miller,	G.	A.	(1956).	The	magical	number	seven,	plus	or	minus	two:	some	limits	on	
our	capacity	for	processing	information.	Psychological	Review,	63,	81-97.	

Moore,	D.	R.	Benenson,	 J.,	Reznick,	 J.	 S.,	Peterson,	M.,	Kagan,	 J.	 (1987).	 Effect	of	
auditory	 numerical	 information	 on	 infants’	 looking	 behavior:	 Contradictory	
evidence.	Developmental	Psychology,	23,	665-670.	

Neuman,	D.	(1987).	The	origin	of	arithmetic	skills,	A	phenomenographic	Approach,	
Acta	Universitatis	Gothoburgensis.	

Nunes,	T.,	&	Bryant,	P.	(1996).	Children	Doing	Mathematics.	Oxford:	Basil	Blackwell.		

Oehl,	W.	(1935).	Psychologische	Untersuchungen	über	Zahlendenken	und	Rechnen	
bei	Schulanfängern.	Leipzig:	Barth.		

Parks,	A.	N.	&	Blom,	D.	C.	(2014).	Helping	young	children	see	math	in	play.	Teaching	
Children	Mathematics,	20(5),	310-317.	

Parks,	A.	N.,	&	Bridges-Rhoads,	S.	(2012).	Overly	Scripted:	Exploring	the	Impact	of	a	
Scripted	Literacy	Curriculum	on	a	Preschool	Teacher’s	Instructional	Practices	in	
Mathematics.	Journal	of	Research	in	Childhood	Education	26	(3):	308−24.	

Patel,	P.	&	Canobi,	K.	H.	(2010).	The	role	of	number	words	in	preschoolers’	addition	
concepts	and	problem-solving	procedures,	Educational	Psychology,	30(2),	107–
124.	

Payne,	J.	N.,	&	Rathmell,	E.	C.	(1975).	Number	and	numeration.	In	J.	N.	Payne	(Ed.),	
Mathematics	 learning	 in	 early	 childhood	 (pp.	 125-160).	 Reston,	 VA:	 National	
Council	of	Teachers	of	Mathematics.	

Payne,	 J.-N.,	 &	 Huinker,	 D.-M.	 (1993).	 Early	 number	 and	 numeration.	 Ιn:	 R.	 C.	
Jensen	 (Ed.)	 Research	 ideas	 for	 the	 classroom,	 Early	 childhood	 Mathematics	
(pp.	43-71).	New	York:	Macmillan.	

Pepper,	 K.	 &	 Hunting,	 R.	 (1998).	 Preschoolers’	 Counting	 and	 Sharing,	 Journal	 for	
Research	in	Mathematics	Education,	29(2),	164–183.	

Piaget,	 J.	 (1953).	 How	 children	 form	mathematical	 concepts.	 Scientific	 American,	
189,	74-9.	



161	
 

Piaget,	J.	(1970).	L’épistémologie	génétique,	PUF,	Paris.	

Piaget,	 J.	 (1976).	Recherches	 sur	 l’abstraction	 réfléchissante:	 1/	 L’abstraction	 des	
relation	 logico-arithmétique,	 Etude	 d’	 Epistémologique	Génétique.	 Vol.	 XXXIV.	
Paris:	PUF.	

Piaget,	 J.,	 &	 Szeminska,	 A.	 (1941/1991).	 La	 genèse	 du	 nombre	 chez	 l'enfant.	
Neuchâtel-Paris:	Delachaux	et	Niestlé,	(septième	édition	1991).	

Piaget,	J.,	Inhelder,	B.	(1959/1991).	La	genèse	des	structures	logiques	élémentaires,	
classifications	et	sériations	(pp.	25-102).	Neuchâtel-Paris:	Delachaux	et	Niestlé,	
(cinquième	édition	1991).	

Pincham	 H.	 &	 	 Szücs	 D.	 (2012).	 Intentional	 subitizing:	 Exploring	 the	 role	 of	
automaticity	in	enumeration.	Cognition,	124,	107–116.	

Posner,	 J.	 K.	 (1982).	 The	 development	 of	 mathematical	 knowledge	 in	 two	West	
African	societies.	Child	Development,	53,	200-208.	

Posner,	J.	K.,	&	Baroody,	A.	J.	(1979).	The	development	of	mathematical	knowledge	
in	two	West	African	societies.	Child	Development,	10,	479-496.	

Potter,	M.	C.&	Levy,	E.	I.	(1968).	Spatial	enumeration	without.	Child	Development,	
39,	265-272.	

Resnick,	L.	 -B.	(1983).	A	developmental	theory	of	number	understanding.	 In:	H.-P.	
Ginsburg	(Ed.),	The	development	of	mathematical	thinking	(pp.	109-151).	New	
York:	Academic	Press.	

Resnick,	L.	-B.	(1989).	Developing	mathematical	knowledge.	American	Psychologist,	
44	(2),	162-169.		

Resnick,	 L.	B.	 (1992).	From	protoquantitative	 to	operators:	Building	mathematical	
competence	 on	 a	 foundation	 of	 everyday	 knowledge.	 In	 G.	 Leinhardt,	 R.	
Putnam,	&	R.	A.	Hattrup	(Eds.),	Analysis	of	arithmetic	for	mathematics	teaching	
(pp.	373-430).	Hillsdale,	NJ:	LEA	Publishers.	

Resnick,	L.	B.,	&	Ford	W.-W.	(1981).	The	Psychology	of	mathematics	for	instruction.	
Hillsdale,	NJ:	LEA	Publishers.	

Resnick,	L.	B.,	&	Omanson	S.	F.	(1981).	Learning	to	understand	arithmetic	in:	Glaser	
R.	 (Ed.)	Advances	 in	 instructional	psychology:	Vol	3,	 (pp.	41-95).	Hillsdale,	NJ:	
LEA	Publishers.	



 162	

Resnick,	L.	B.,	Bill,	V.	L.,	Lesgold,	S.	B.,	&	Leer,	M.	L.	(1991).	Thinking	in	arithmetic	
class.	In	B.	Means,	C.	Chelemer,	&	M.	S.	Knapp	(Eds.),	Teaching	advanced	skills	
to	at-risk	students	(pp.	27-53).	San	Francisco:	Jossey-Bass.	

Resnick,	 L.	 B.,	 Bill,	 V.,	 &	 Lesgold,	 S.	 (1992).	 Developing	 thinking	 abilities	 in	
arithmetic	class.	In	A.	Demetriou,	M.	Shayer,	&	A.	Efklides	(Eds.),	Neo-Piagetian	
theories	of	cognitive	development	(pp.	210-230).	London:	Routledge.	

Riley,	 M.	 S.,	 &	 Greeno,	 J.	 G.	 (1988).	 Developmental	 analysis	 of	 understanding	
language	 about	 quantities	 and	 of	 problems.	Cognition	 and	 Instruction,	 5,	 49-
101.	

Riley,	M.	S.,	Greeno,	J.	G.,	&	Heller,	J.	I.	(1983).	Development	of	children’s	problem-
solving	ability	in	arithmetic,	in:	H.-P.	Ginsburg	(Ed.)	(1983),	The	development	of	
mathematical	thinking	(pp.	153-195).	New	York:	Academic	Press.	

Rooss,	S.	H.	(1989).	Part,	whole,	and	place	value:	A	developmental	view.	Arithmetic	
Teacher,	36(6),	47-51.	

Rose,	S.	A.,	&	Blank,	M.	(1974).	The	potency	of	context	in	children’s	cognition:	An	
illustration	through	conservation.	Child	Development,	45,	499-502.	

Rozin,	 P.	 (1976).	 The	 evolution	 of	 intelligence	 and	 access	 to	 the	 cognitive	
unconscious.	In	J.	M.	Sprague	&	A.	N.	Epstein	(Eds.),	Progress	in	Psychobiology	
and	Physiological	Psychology.	New	York:	Academic	Press.	

Samuel,	 J.	 &	 Bryant,	 P.	 (1984).	 Asking	 only	 one	 question	 in	 the	 conservation	
experiment.	Journal	of	Child	Psychology	and	Psychiatry,	25,	315-318.		

Sarnecka,	B.	&	Carey,	S.	 (2008).	How	counting	 represents	number:	What	children	
must	learn	and	when	they	learn	it.	Cognition	108,	662–674.	

Sarnecka,	 B.	 W.,	 &	 Carey,	 S.	 (2008).	 How	 counting	 represents	 number:	 What	
children	must	learn	and	when	they	learn	it.	Cognition,	108,	662–674.	

Sarnecka,	B.	W.,	&	Wright,	C.	 E.	 (2013).	 The	 Idea	of	 an	Exact	Number:	Children’s	
Understanding	 of	 Cardinality	 and	 Equinumerosity	 Barbara	 W.	 Sarnecka.	
Cognitive	Science,	37,	1493–1506.	

Saxe,	G.	&	Sicilian,	S.	(1981).	Children’s	interpretation	of	their	counting	accuracy:	A	
developmental	analysis.	Child	Development,	52,	1330-1332.	



163	
 

Saxe,	G.	B.	(1987).	Linking	language	with	mathematics	achievement:	Problems	and	
prospects.	 In	 R.	 Cocking,	 &	 J.	 Mestre	 (Eds.),	 Language	 Perspectives	 on	
Mathematics	Learning	(pp.	47-62).	NY:	Erlbaum	Associates.	

Saxe,	 G.-B.	 (1979).	 Developmental	 relations	 between	 notational	 counting	 and	
number	conservation.	Child	Development,	50,	180-187.	

Schaeffer,	B.,	Eggleston,	V.H.,	&	Scott	J.	L.	(1974).	Number	Development	in	Young	
Children.	Cognitive	Psychology,	6,	357-379.	

Scupin,	 Ε.,	 &	 Scupin,	 G.	 (1910).	 Bubi	 im	 vierten	 bis	 sechsten	 Lebensjare.	 Leipzig:	
Grieben.		

Siegler,	R,-S.,	&	Robinson,	M.	(1982).	The	development	of	numerical	understanding,	
Advances	in	child	development	and	behavior	(Vol.	16,	pp.	241-312).	New	York:	
Academic	Press,.	

Simons,	 D.,	 &	 Langheinrich,	 D.	 (1982).	What	 is	magic	 about	 the	magical	 number	
four?	Psychological	Research,	44,	283-294.	

Sinclair,	 H.	 (1990).	 Learning:	 the	 interactive	 recreation	 of	 knowledge,	 in:	 L.-P.	
Steffe,	&	T.	Wood	(Eds.)	(1990),	Transforming	children’s	counting	mathematics	
education:	International	perspectives,	(pp.	19-29).	Hillsdale:	LEA	Publishers.	

Skoumpourdi,	 C.	 (2010).	 Kindergarten	 mathematics	 with	 ‘Pepe	 the	 Rabbit’:	 how	
kindergartners	 use	 auxiliary	 means	 to	 solve	 problems.	 European	 Early	
Childhood	Education	Research	Journal,	18(3),	299–307.		

Sophian,	 C.	 (1987).	 Early	 developments	 in	 children’s	 use	 of	 counting	 to	 solve	
quantitative	problems.	Cognition	and	Instruction,	4,	61–90.	

Sophian,	 C.	 (1988).	 Limitations	 on	 children’s	 knowledge	 about	 counting:	 Using	
counting	to	compare	two	sets.	Developmental	Psychology,	24(5),	634-640.	

Sophian,	C.	 (1991).	Le	nombre	et	sa	genèse	avant	 l’école	primaire.	Comment	s’en	
inspirer	 pour	 enseigner	 les	mathématiques.	 Au	 J.	 Bideaud,	 Cl.	Meljac,	&	 J.-P.	
Fisher	(éd.):	Les	Chemins	du	Nombre	(pp.	41-43).	Presses	Universitaires	de	Lille.	

Sophian,	 C.	 (2000).	 From	 objects	 to	 quantities:	 developments	 in	 preschool	
children’s	 judgments	 about	 aggregate	 amount.	 Developmental	 Psychology,	
36(6),	724–730.	

Sophian,	 C.,	 &	 Kailihiwa,	 C.	 (1998).	 Units	 of	 counting:	 developmental	 changes.	
Cognitive	Development,	13,	561–585.	



 164	

Sophian,	C.,	&	McCorgray,	P.	 (1994).	Part-Whole	Knowledge	and	Early	Arithmetic	
Problem	Solving.	Cognition	and	Instruction.	12,	3	–	33.		

Soumy,	 J.-G.,	 Jardy,	 J.,	 &	 Jardy,	 J.	 (1985).	 Vivre	 les	 mathématiques:	 guide	
pédagogique,	C.P.	Paris:	Colin-Bourrelier.	

Starkey,	 P.	 &	 Cooper,	 R.	 G.	 Jr.	 (1980).	 Perception	 of	 numbers	 by	 human	 infants.	
Science,	210,	1033-1035.	

Starkey,	 P.	 (1992).	 The	 early	 development	 of	 numerical	 reasoning.	 Cognition,	 43	
(2),	93-126.	

Starkey,	P.,	Spelke,	E.	S.,	&	Gelman,	R.	 (1983).	Detection	of	 intermodal	numerical	
correspondences	by	human	infants.	Science,	222,	179-181.	

Starkey,	 P.,	 Spelke,	 E.	 S.,	 &	 Gelman,	 R.	 (1990).	 Numerical	 abstraction	 by	 human	
infants.	Cognition,	36,	97-128.	

Steffe,	 L.	 (2004).	 PSSM	From	a	Constructivist	 Perspective.	 In	D.	Η.	Clements,	&	 J.	
Sarama	 (Eds.),	 Engaging	 Young	 Children	 in	Mathematics:	 Standards	 for	 Early	
Childhood	Mathematics	Education	(pp.	221-251).	Mahwah,	NJ:	LEA	Publishers.	

Steffe,	 L.	 -P	 (1991a).	 Stades	 d’apprentissage	 dans	 la	 construction	 de	 la	 suite	 des	
nombres.	Au:	J.	Bideaud,	Cl.	Meljac,	&	J.-P.	Fisher	(éd.),	Les	Chemins	du	Nombre	
(pp.	113-132).	Presses	Universitaires	de	Lille.	

Steffe,	 L.	 P.	 (1992).	 Schemes	 of	 action	 and	 operations	 involving	 composite	 units.	
Learning	and	Individual	Differences,	4,	3,	259-309.	

Steffe,	 L.-	P.,	 von	Glasersfeld,	E.,	Richards,	 J.,	Cobb,	P.	 (1983).	Children’s	 counting	
types:	Philosophy,	theory,	and	application,	Praeger	Scientific,	New	York.	

Steffe,	 L.,	 -P.,	 von	Glasersfeld,	E.	 (1985).	Helping	children	 to	conceive	of	number.	
Recherches	en	didactique	des	mathématiques,	6,	269-303.	

Steffe,	 L.-P.	 (1988).	 Children’s	 construction	of	number	 sequences	 and	multiplying	
schemes.	 In:	 Hiebert	 M.	 Behr	 (Eds),	 Number	 concept	 and	 operations	 in	 the	
middle	grades	(pp.119-140)	Reston,	VA	Lawrence	Erlbaum	Assosiates,	Hillsdale,	
NJ.		

Steffe,	 L.-P.	 (1992).	 Schemes	 of	 actions	 and	 operation	 involving	 composite	 units,	
Learning	and	Individual	Differences,	Vol	4,	No	3,	259-309.		

Steffe,	L.-P.	(Εd),	(1991b).	Epistemological	foundations	of	mathematical	experience.	
New	York:	Springer-Verlag.	



165	
 

Steffe,	 L.-P.,	 &	 Cobb,	 P.	 (1988).	 Construction	 of	 arithmetical	 meanings	 and	
strategies.	New	York:	Springer-Verlag.	

Steffe,	 L.-P.,	 Thompson,	 P.	 W.,	 &	 Richards,	 J.	 (1982).	 Children’s	 counting	 in	
arithmetical	problem	solving.	In:	T.P.	Carpenter,	J.	M.	Moser,	&	T.-A.	Romberg	
(Eds),	Addition	and	 subtraction:	A	 cognitive	 perspective	 (pp.	 83-98).	Hillsdale:	
LEA	Publishers.	

Strauss,	 M.-S.,	 &	 Curtis,	 L.-E.	 (1981).	 Infant	 perception	 of	 numerosity.	 Child	
Development,	52,	1149-1151.	

Strauss,	M.-S.,	Curtis,	L.-E.	 (1984).	Development	of	numerical	concepts	 in	 infancy.	
In:	 C.	 Sophian	 (Εd),	 Origins	 of	 cognitive	 skills	 (pp.	 131-155).	 London:	 LEA	
Puplishers.	

Thordike,	E.	L.	(1922).	The	Psychology	of	Arithmetic.	Macmillan,	New	York.		

Trabasso,	 T.,	 Isen,	 A.	M.,	Dolecki,	 P.,	McLanahan,	 A.	G.,	 Riley,	 C.	 A.,	&	 Tucker,	 T.	
(1978).	How	do	children	solve	class	 inclusion	problems?	 In:	R.	S.	Siegler	 (Ed.),	
Children’s	thinking:	what	develops?	Hillsdale,	NJ:	Erlbaum.	

Tsamir	P.,	Tirosh,	D.,	Tabach,	M.,	&	Levenson,	E.	(2010).	Multiple	solution	methods	
and	 multiple	 outcomes—is	 it	 a	 task	 for	 kindergarten	 children?	 Educational	
Studies	in	Mathematics,	73(3),	217-231.		

Van	 de	 Walle,	 J.	 Α.	 &	 Thompson,	 C.	 S.	 (1995).	 Partitioning	 sets	 for	 number	
concepts,	place	value,	and	long	division.	Arithmetic	Teacher,	32(5),	6-11.		

Van	 Loosbroek,	 E.	 &	 Smitsman,	 A	W.	 (1990).	 Visual	 perception	 of	 numerosity	 in	
infancy,	Developmental	Psychology,	26(6),	916-922.	

Van	 Nieuwenhoven,	 C.	 (1999).	 Le	 comptage.	 Vers	 la	 construction	 du	 nombre.	
Bruxelles	:	De	Boeck	Université.	

Van	Oeffelen,	M.	P.	&	Vos,	P.	G.	(1982).	Configurational	effects	on	the	enumeration	
of	dots:	Counting	by	groups.	Memory	and	cognition,	10(4),	396-404.	

Vergnaud,	 G.	 &	 Durand,	 C.	 (1976).	 Structures	 additives	 et	 complexité	
psychogénétiqu.	Revue	Française	de	Pédagogie,	36,	28-43.	

Vergnaud,	G.	(1981).	L’enfant,	la	mathématique	et	la	réalité.	Berne:	Peter	Lang.	

Vergnaud,	 G.	 (1986).	 Psychologie	 du	 développement	 cognitif	 et	 didactique	 des	
mathématiques.	Grand	N,	38,	21-40.	



 166	

Vergnaud,	G.	(1991).	L’appropriation	du	concept	de	nombre:	un	processus	de	
longue	haleine.	Au	J.	Bideaud,	Cl.	Meljac,		&	J.-P.	Fisher	(Ed.),	Les	Chemins	du	
Nombre	(pp.	271-282).	Presses	Universitaires	de	Lille.	

Vergnaud,	G.	(1991).	Langage	et	pensée	dans	l'apprentissage	des	mathématiques.	
Revue	française	de	pédagogie,	96,	79-86.	

Verschaffel,	G.,	Greer,	B.,	&	Torbeyns,	J.	(2006).	Numerical	thinking.	In	A.	Gutierrez,	
&	 P.	 Boero	 (Eds.),	Handbook	 of	 research	 on	 the	 Psychology	 of	 Mathematics	
Education:	Past,	present,	and	future	(pp.	51-82).	Rotterdam:	Sense	Publishers.		

Verschaffel,	 L.,	 Greer,	 B.,	 &	 De	 Corte,	 E.	 (2007).	 Whole	 number	 concepts	 and	
operations.	 In	 F.	 Lester	 (Ed.),	 Second	 handbook	 of	 research	 on	 mathematics	
teaching	and	learning	(pp.	557-628).	Charlotte,	NC:	Information	Age	Publishing.	

Von	Glasersfeld,	E.	(1981).	An	attentional	model	for	the	conceptual	construction	of	
unit	and	number.	Journal	for	Research	in	Mathematics	Education,	12,	83-94.	

Von	 Glasersfeld,	 E.	 (1982).	 Subitizing:	 The	 role	 of	 figural	 patterns	 in	 the	
development	of	numerical	concepts.	Archives	de	Psychology,	50,	191-218.	

von	Glasersfeld,	E.	(1995),	Sensory	experience,	abstraction,	and	teaching.	In	L.	–P.	
Steffe,	&	J.	Gale	(Eds.).	Constuctivism	in	education	(pp.	369-383).	Hillsdale:	LEA	
Publishers.	

Vygotsky,	L.	(	1928).	The	problem	of	the	cultural	development	of	the	child.	Journal	
of	genetic	psychology,	2,	415-434.	

Wagner,	 S.-H.	 &	 Walters,	 J.	 (1982).	 A	 longitudinal	 analysis	 of	 early	 number	
concepts:	From	numbers	 	to	number.	 In:	G.	Forman	(Ed),	Action	and	thought:	
From	sensori-motor	schemes	 to	symbolic	operations	 (pp.	137-161).	New	York:	
Academic	Press.	

Wohlwill,	 J.	 F.	 (1968).	 Responses	 to	 class-inclusion	 questions	 for	 verbally	 and	
pictorially	presented	items.	Child	Development,	39,	449–465.	

Wright,	R.	J.	(1991).	What	number	knowledge	is	possessed	by	children	entering	the	
kindergarten	 year	 of	 school?	 The	 Mathematics	 Education	 Research	 Journal,	
3(1),	1-16.	

Wright,	R.	 J.	 (1994).	A	 study	of	 the	numerical	development	of	5-year-olds	 and	6-
year-olds.	Educational	Studies	in	Mathematics,	26(1),	25-44.	



167	
 

Wright,	R.	J.,	Martland,	J.,	&	Stafford,	A.	K.	(2006).	Early	numeracy:	Assessment	for	
teaching	and	intervention.	London:	Paul	Chapman	Publishing.	

Wright,	 R.	 J.,	 Martland,	 J.,	 Stafford,	 A.,	 &	 Stanger,	 G.	 (2007).	 Teaching	 number:	
Advancing	children’s	skills	and	strategies.	London:	Paul	Chapman	Publishing.	

Wynn,	K.	(1992).	Addition	and	subtraction	by	human	infants,	Nature,	358,	749-750.	

Wynn,	 K.	 (1998).	 Numerical	 competence	 in	 infants.	 In:	 C.	 Donlan	 (Ed.),	
Development	of	mathematical	skills.	England:	Psychology	Press.	

Xu,	 F.,	 &	 Carey,	 S.	 (1996).	 Infants’	 metaphysics:	 the	 case	 of	 numerical	 identity.	
Cognitive	Psychology,	30,	111	–	153.	

Donaldson,	 M.	 (1991).	 Η	 σκέψη	 των	 παιδιών,	 (μτφρ.	 Α.,	 Καλογιαννίδου,	 Α.,	
Αρχοντίδου).	Αθήνα:	Gutenberg.	

Gelman,	 R.	 (1995,	 πρώτη	 δημοσίευση	 1972).	 Η	 λογική	 ικανότητα	 των	 μικρών	
παιδιών:	 Κανόνες	 σταθερότητας	 του	 αριθμού:	 στο	 Βοσνιαδου	 Σ.	 (επιμ),	
Ψυχολογία	 των	 Μαθηματικών,	 μτφρ.	 Γ.	 Μπαρουξής,	 Μ.	 Σταφυλίδου,	 Σ.	
Βοσνιάδου,	(σσ.	46-69).	Αθήνα:	Εκδόσεις	Gutenberg.	

Holt,	J.	(1978).	Το	σχολείο	φυλακή.	Αθήνα:	Εκδόσεις	Καστανιώτη.	

Kamii,	C.	&	Devries,	R.	(1979).	Η	θεωρία	του	Jean	Piaget	και	η	προσχολική	αγωγή.	
Αθήνα:	Δίπτυχο.	

Kamii,	 C.,	 &	 De	 Klark,	 G.	 (1995	 πρώτη	 δημοσίευση	 1985).	 Τα	 παιδιά	
ξαναεφευρίσκουν	την	αριθμητική.	Αθήνα:	Εκδόσεις	Πατάκη.	

Piaget,	J.	(1969).	Ψυχολογία	και	Παιδαγωγική.	Αθήνα:	Νέα	Σύνορα.		

Piaget,	 J.	 (1977).	 Μίa	 ώρα	 με	 τον	 Piaget,	 συζήτηση	 για	 τη	 διδασκαλία	 των	
μαθηματικών,	 Αθήνα.	 (μτφρ.	Ν.	Ράπτη	από	 το	περιοδικό,	Revue	 française	de		
pédagogie,	37).	

Piaget,	J.	(1979).	Προβλήματα	Γενετικής	Ψυχολογίας.	Αθήνα:	Εκδόσεις	Υποδομή.	

Piaget,	J.	(1981).	Ψυχολογία	και	επιστημολογία	Αθήνα:	Εκδόσεις	Υποδομή.	
Piaget,	 J.	 (1990).	 Σχόλια	 πάνω	 στις	 κριτικές	 παρατηρήσεις	 του	 Vygotsky.	 Στο:	 Τ.,	

Βαρνάβα-Σκούρα	 (Επ.),	 Θέματα	 γνωστικής	 ανάπτυξης,	 μάθησης	 και	
αξιολόγησης	(σσ.	47-72).	Αθήνα:	Εκδόσεις	Παπαζήση.	

Piaget,	J.,	&	Inhelder,	B.	(1966).	Η	Ψυχολογία	του	παιδιού.	Αθήνα:	Ζαχαρόπουλος.	

Polya,	G.	 (1991).	Πώς	να	 το	λύσω	 (μτφρ.	Ξ.	Ψυακκή,	 επιμ.	Τ.	Πατρώνης).	Αθήνα:	
Εκδόσεις	Καρδαμίτσα.	



 168	

Richmond,	P.	G.	(1970).	Εισαγωγή	στον	Πιαζέ.	Αθήνα:	Υποδομή.	

Αναπολιτάνος,	 Δ.	 (1985).	 Εισαγωγή	 στη	 φιλοσοφία	 των	 μαθηματικών.	 Αθήνα:	
Εκδόσεις	Νεφέλη.	

Βαρνάβα-Σκούρα,	 Τ.	 (1990).	 Θέματα	 γνωστικής	 ανάπτυξης,	 μάθησης	 και	
αξιολόγησης.	Αθήνα:	Εκδόσεις	Παπαζήση.	

Βασιλάκης,	Γ.	 (1983).	Η	εξέλιξη	της	έννοιας	της	ταξινόμησης	στο	παιδί.	Σύγχρονο	
νηπιαγωγείο,	216-227.	

Βοσνιάδου,	 Σ.	 (1995,	 Επιμ).	 Ψυχολογία	 των	 Μαθηματικών.	 Αθήνα:	 Εκδόσεις	
Gutenberg.	

Δημητρίου,	Α.	(1983).	Ψυχολογική	εξέλιξη	των	δομών	της	συγκεκριμένης	σκέψης,	
πειραματικές	 έρευνες	 για	 την	 κατανόηση	 της	 σκέψης	 παιδιών	 4-10	 χρονών.	
Διδακτορική	διατριβή.	Θεσσαλονίκη:	ΑΠΘ.		

Ζάχαρης,	Δ.	(1987).	Σημειώσεις	εξελικτικής	ψυχολογίας.	Ιωάννινα:	ΠΤΝ.	

Ζαχάρος,	 Κ.	 (2007).	Οι	 μαθηματικές	 έννοιες	 στην	 προσχολική	 εκπαίδευση	 και	 η	
διδασκαλία	τους.	Αθήνα:	Εκδόσεις	Μεταίχμιο.	

Καλαβάσης,	 Φ.	 (1997).	 Η	 συμβολή	 της	 διδακτικής	 των	 μαθηματικών	 στην	
επεξεργασία	 της	 εκπαιδευτικής	 πολιτικής:	 επιστροφή	 στη	 σχολική	 τάξη	 με	
ερευνητικές	 δραστηριότητες.	Πρακτικά	 του	 14ου	 Συνεδρίου	 της	 ΕΜΕ,	 48-55.	
Μυτιλήνη:	ΕΜΕ.	

Καφούση,	Σ.	(2008).	Άμεση	εκτίμηση	ποσοτήτων	από	παιδιά	3-6	ετών.	Έρευνα	στη	
διδακτική	των	Μαθηματικών,	2,	9-28.	Αθήνα:	Κέδρος.		

Καφούση,	 Σ.,	 &	 Σκουμπουρδή,	 Χ.	 (2007).	 Ανάλυση	 αριθμών	 και	 κατασκευή	
λεκτικών	 προβλημάτων	 πρόσθεσης	 και	 αφαίρεσης	 από	 παιδιά	 προσχολικής	
ηλικίας.	Στο	Χ.	Σακονίδης,	&	Δ.	Δεσλή	(Eπιμ.),	Πρακτικά	του	2ου	συνεδρίου	της	
ΕΝ.Ε.ΔΙ.Μ,	(σσ.	326-335).	Εκδόσεις	Τυπωθήτω.		

Καφούση,	 Σ.,	 &	 Σκουμπουρδή,	 Χ.	 (2008).	 Τα	 μαθηματικά	 των	 παιδιών	 4-6	 ετών.	
Αθήνα:	Εκδόσεις	Πατάκη.	

Κίτσος,	Κ.	(1975).	Οι	έννοιες	των	φαινομένων	της	φύσεως	και	της	ζωής	στα	παιδιά	
της	 νηπιακής	 και	 σχολικής	 ηλικίας.	 Συμβολή	 στην	 κατανόηση	 της	 γενετικής	
ψυχολογίας	του	Piaget.	Αθήνα:	Εκδόσεις	Δίπτυχο.		

Κίτσος,	Κ.	(1982).	Ειδική	Διδακτική	(κεφ.	15,	Τα	Μαθηματικά.	σσ.	141-181).		



169	
 

Κολέζα,	 Ε.	 (2000).	 Γνωσιολογική	 και	 διδακτική	 προσέγγιση	 των	 στοιχειωδών	
μαθηματικών	εννοιών.	Αθήνα:	Leader	Books.	

Κόσυβας,	 Γ.	 (1993).	 Το	 πρόγραμμα	 των	 μαθηματικών	 του	 νηπιαγωγείου	 και	 οι	
αρχικές	γνώσεις	των	νηπίων	για	τους	αριθμούς.	Πρακτικά	του	10ου	Συνεδρίου	
της	ΕΜΕ,	191-201.	Καλαμάτα:	ΕΜΕ.	

Κόσυβας,	Γ.	(1996).	Η	πρακτική	του	ανοιχτού	προβλήματος	στο	δημοτικό	σχολείο,	
γόνιμος	 χαρακτήρας	 και	 ανατροπή	 των	 παγιωμένων	 αντιλήψεων.	 Αθήνα:	
Εκδόσεις	Gutenberg.	

Κόσυβας,	 Γ.	 (2001).	 Η	 βιωματική	 διδασκαλία	 των	 αριθμητικών	 εννοιών	 στο	
νηπιαγωγείο,	 η	 επίδραση	 της	 ανάλυσης	 των	 αριθμών	 με	 δακτυλικούς	
σχηματισμούς	 και	άλλα	 εποπτικά	 και	 εκφραστικά	μέσα	 του	πολιτισμού	στην	
ανάπτυξη	της	αριθμητικής	σκέψης	των	νηπίων	5-6	χρονών.	ΑΠΘ:	Αδημοσίευτη	
διδακτορική	διατριβή.	

Κόσυβας,	 Γ.	 (2009).	Οι	 Αριθμοί	 στο	 Νηπιαγωγείο:	 Γνωριμία	 των	 νηπίων	 με	 την	
αριθμοακολουθα.	Εκπαιδευτική	Κοινότητα,	89,	17-23.	

Κόσυβας,	 Γ.	 (2012).	 Υπέρβαση-διαφύλαξη	 της	 αρίθμησης	 κατά	 την	 ανάλυση	 και	
σύνθεση	των	αριθμών.	Ηώς,	2(1),	28-44.	Αθήνα:	ΠΤΔΕ-ΕΚΠΑ.		

Κόσυβας,	Γ.,	&	Αναγνώστου,	Ε.	(2014α,	e-book).	Ανακαλύπτω	τα	Μαθηματικά	μου/	
Α΄	τάξη	Δημοτικού,	βιβλίο	δασκάλου	(συγγραφή	1999).	

Κόσυβας,	Γ.,	&	Αναγνώστου,	Ε.	(2014β,	e-book).	Ανακαλύπτω	τα	Μαθηματικά	μου/	
Α΄	τάξη	Δημοτικού,	βιβλίο	μαθητή,	[1ος	τόμος]	(συγγραφή	1999).	

Κόσυβας,	Γ.,	&	Αναγνώστου,	Ε.	(2014γ,	e-book).	Ανακαλύπτω	τα	Μαθηματικά	μου/	
Α΄	τάξη	Δημοτικού,	βιβλίο	μαθητή,	[2ος	τόμος]	(συγγραφή	1999).	

Κόσυβας,	Γ.,	&	Αναγνώστου,	Ε.	(2014δ,	e-book).	Ανακαλύπτω	τα	Μαθηματικά	μου/	
Α΄	τάξη	Δημοτικού,	φύλλα	αξιολόγησης	(συγγραφή	1999).	

Κόσυβας,	 Γ.	 (2014).	 Ομαδοσυνεργατική	 επίλυση	 ανοιχτών	 προβλημάτων	 στο	
δημοτικό	 σχολείο	 σε	 τέσσερις	 φάσεις:	 ατομική	 και	 συνεργατική	 έρευνα,	
μαθηματική	συζήτηση	και	συγκεφαλαίωση.		Επιστημονικό	Βήμα,	ΙΠΕΜ-ΔΟΕ	,	τ.	
18.	

Κρασανάκης,	 Γ.	 (1992).	 Αριθμός,	 γένεση	 της	 έννοιας	 του	 αριθμού,	 Λήμμα	 στην	
«Παιδαγωγική-Ψυχολογική	Εγκυκλοπαίδεια».	Αθήνα:	Ελληνικά	Γράμματα.	



 170	

Κωτσαλίδου,	Δ.	&	Κόσυβας,	 Γ.	 (2004).	Οι	αριθμοί	 στο	 νηπιαγωγείο:	 καταστάσεις	
προβληματισμού	 και	 επικοινωνίας	 με	 την	 αριθμογραμμή	 και	 την	
αριθμοσκάλα.	Σύγχρονο	Νηπιαγωγείο,	39,	6-13.	

Λεμονίδης,	 Χ.	 (1994α).	 Περίπατος	 στη	 μάθηση	 της	 στοιχειώδους	 Αριθμητικής.	
Θεσσαλονίκη:	Εκδόσεις	Κυριακίδη.	

Λεμονίδης,	Χ.	(1994β).	Προφορική	αρίθμηση:	μια	βασική	και	χρήσιμη	γνώση	που	η	
διδασκαλία	αγνοεί.	Διάσταση		47,	37,	Θεσσαλονίκη.	

Λεμονίδης,	 Χ.	 (1998α).	 Η	 διδασκαλία	 των	 πρώτων	 αριθμητικών	 εννοιών.	
Ερευνητική	Διάσταση	1-2,	σ.	92,	Θεσσαλονίκη.	

Λεμονίδης,	 Χ.	 (1998β).	 Διαδικασίες	 που	 χρησιμοποιούν	 οι	 μαθητές	 της	 Α΄	 τάξης	
του	 Δημοτικού	 σχολείου	 σε	 πράξεις	 και	 προβλήματα	 προσθετικού	 τύπου.	
Συμπεράσματα	 και	 προτάσεις	 για	 τη	 διδασκαλία.	 Δίγλωσσα	 πρακτικά	
διημερίδας	του	Πανεπιστημίου	Κρήτης	στη	Διδακτική	των	Μαθηματικών.	

Λεμονίδης,	Χ.	(2000).	Στοιχεία	Αριθμητικής	και	Θεωρίας	Αριθμών	για	το	δάσκαλο.		
Αθήνα:	Εκδόσεις	Πατάκη.	

Λεμονίδης,	 Χ.	 (2003).	 Μια	 νέα	 πρόταση	 διδασκαλίας	 των	 Μαθηματικών	 στις	
πρώτες	τάξεις	του	Δημοτικού	Σχολείου.	Αθήνα:	Εκδόσεις	Πατάκη.	

Λεμονίδης,	Χ.	(2007).	Ο	εκσυγχρονισμός	των	μαθηματικών	περιεχομένων	στα	νέα	
βιβλία	της	Α΄	και	Γ΄	τάξης	του	Δημοτικού	Σχολείου.	Γέφυρες,	31:24-31.	

Μάνος,	Κ.	(1978).	Γένεσις,	εξέλιξις	και	προαγωγή	της	αντιλήψεως	του	αριθμού	εις	
τα	παιδιά.	Διδακτορική	διατριβή,	εκδ.	Πανεπιστημίου	Αθηνών.		

Μαραγκουδάκης,	 Γ.	 (1981).	 Σύγχρονη	 Διδακτική,	 Θεωρία	 και	 πράξη.	 Αθήνα:	
Νικόδημος.	

Μπούφη,	Α.		(1995α).	Αρχικές	αντιλήψεις	των	παιδιών	της	πρώτης	δημοτικού	για	
τον	αριθμό:	Διδακτικές	συνέπειες.	Ευκλείδης	Γ΄,	42,	17-39.	Αθήνα:	ΕΜΕ.	

Μπούφη,	 Α.	 (1995β).	 Επιστημολογία	 και	 Διδακτική	 των	 Μαθηματικών.	 Στο	 Η.	
Ματσαγγούρας	 (Eπιμ.),	 Η	 εξέλιξη	 της	 Διδακτικής,	 (σσ.	 469-489).	 Αθήνα:	
Gutenberg.	

Μπούφη,	 Α.	 (1995γ).	 Δυνατότητες	 ανάπτυξης	 της	 παιδικής	 μαθηματικής	 σκέψης	
στις	 πρώτες	 τάξεις	 του	 δημοτικού	 σχολείου.	 Ερευνώντας	 τον	 κόσμο	 του	
παιδιού	1,	28-35,	Ο.Μ.Ε.Ρ.	



171	
 

Μπούφη,	 Α.	 (1995δ).	 Μια	 προσπάθεια	 αλλαγής	 του	 παραδοσιακού	 τρόπου	
διδασκαλίας	 των	 Μαθηματικών	 στο	 Δημοτικό	 σχολείο.	 Μαθηματική	
Επιθεώρηση,	43,	49-65,	ΕΜΕ,	Αθήνα.	

Μωραΐτης,	 Γ.	 κ.	 ά.	 (1997).	 Τα	 βιβλιοτετράδια	 του	 νηπιαγωγείου.	 Εκπαιδευτικό	
υλικό	εκσυγχρονισμού	ή	οπισθοδρόμησης;	Εκπαιδευτική	κοινότητα,	44,	18-23,	
Αθήνα.		

Παπαδοπετράκης,	 Ε.	 (1998).	 Οι	 γλώσσες	 των	 φυσικών	 αριθμών,	 γλωσσολογικά,	
γνωσιολογικά	 και	 παιδαγωγικά	 προβλήματα.	 Διημερίδα	 διδακτικής	 των	
Μαθηματικών	Π.	Τ.	Δ.	Ε.	Κρήτης-	Γαλλικό	Ινστιτούτο	Αθηνών.	

Παρασκευόπουλος,	Ι.	(1984).	Εξελικτική	Ψυχολογία.	Αθήνα.	

Πατρώνης,	Τ.	 (1996).	Σύγχρονες	θεωρήσεις	και	έρευνες	στη	μαθηματική	παιδεία.	
Αθήνα:	Πνευματικός.	

Πατρώνης,	Τ.	(2001).	Θεμελιώδεις	μαθηματικές	έννοιες	και	παιδική	σκέψη.	Αθήνα:	
εκδόσεις	Δίπτυχο.	

Ράπτης,	Ν.	(1974).	Η	ανάπτυξη	της	διανοήσεως,	Αθήναι.	

Τζεκάκη,	 Μ.	 (2007).	 Μικρά	 παιδιά,	 μεγάλα	 μαθηματικά	 νοήματα.	 Αθήνα:	
Gutenberg	-	Γιώργος	&	Κώστας	Δαρδανός.	

Χάιντς,	 Ε.,	 &	 Δημητρίου,	 Α.	 (1987).	 Η	 εξέλιξη	 και	 η	 δόμηση	 των	 αριθμητικών	
δεξιοτήτων	σε	συνάρτηση	με	τη	χρονολογική	ηλικία,	τη	νοητική	ηλικία	και	το	
πηλίκο	 ευφυΐας:	 εμπειρική	 έρευνα	 σε	 ομαλά	 και	 νοητικώς	 καθυστερημένα	
παιδιά.	Νέα	Παιδεία,	43,	78-97.	

Χασάπης,	 Δ.	 (2014).	 Τα	 μαθηματικά	 στην	 προσχολική	 και	 στην	 πρώτη	 σχολική	
εκπαίδευση:	 Προβληματισμοί	 και	 πραγματικότητες.	 Δ.	 Χασάπης	 (Επιμ.),	 Τα	
μαθηματικά	στην	προσχολική	και	στην	πρώτη	σχολική	εκπαίδευση,	Πρακτικά	
12oυ	 Διημέρου	 Διαλόγου	 για	 τη	 Διδασκαλία	 των	Μαθηματικών	 (έκδοση	 CD-
ROM,	 σσ.	 101-124).	 Αθήνα:	 ΕΚΠΑ,	 Τμήμα	 Εκπαίδευσης	 και	 Αγωγής	 στην	
προσχολική	ηλικία.		

Χριστιανίδης,	 Γ.	 (1996).	 Οι	 εγγράμματες	 παραστάσεις	 και	 ο	 αλγεβρικός	
συμβολισμός.	Νεύσις,	5,	83-90.	Αθήνα:	Νεφέλη.	

	

Corre,	M.,	&	Carey,	S.	(2007).	One,	two,	three,	four,	nothing	more:	An	investigation	
of	 the	 conceptual	 sources	 of	 the	 verbal	 counting	 principles.	 Cognition	 105,	
395–438.	



 172	

Corre,	M.,	&	Carey,	S.	 (2008).	Why	the	verbal	counting	principles	are	constructed	
out	of	representations	of	small	sets	of	individuals:	A	reply	to	Gallistel.	Cognition	
107,	650–662.	

Sarnecka,	B.	&	Carey,	S.	 (2008).	How	counting	 represents	number:	What	children	
must	learn	and	when	they	learn	it.	Cognition	108,	662–674.	

Corre,	 M.,	 Van	 de	 Walle,	 G.,	 Brannon,	 E.,	 &	 Carey,	 S.	 (2006).	 Re-visiting	 the	
competence/performance	debate	in	the	acquisition	of	the	counting	principles.		
Cognitive	Psychology,	52,	130–169.		

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	



173	
 

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

ISBN	978-690-92843-2-5		



 174	

	

	

	

	

	


